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ОСНОВНІ ПРИПУЩЕННЯ ПРИ ПОБУДОВІ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ 

ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНОГО РУХУ АВТОПОЇЗДА  
 

У статті наведені основні математичні припущення і спрощення при моделюванні плоскопаралельного 

руху автопоїзда. В результаті аналізу існуючих залежностей обгрунтовано введення додаткового 

корегувального коефіцієнту. Показано необхідність врахування нелінійності при описі руху ланок автопоїзда. 
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Постановка проблеми. Основні кінематичні і динамічні властивості  автопоїзда, як єдиної 

механічної системи тіл, залежать від фізичних явищ, що виникають при русі всіх його елементів і 

взаємодії останніх між собою. В свою чергу, ці явища визначаються геометрією і структурою 

автопоїзда. 

Відмінності у конструкціях  автопоїздів у більшості випадків визначаються відмінностями у 

конструкції причіпних ланок, оскільки конструкція автомобілів-тягачів залишається незмінною. 

Результати досліджень. Автопоїзд, що розглядається, рис. 1, складається із автомобіля-тягача 

і напівпричепа з керованою задньою віссю [1]. У ведучої ланки (автомобіля-тягача) передня вісь має 

керовані колеса, кути повороту яких  і , причому > . Дві задні осі тягача  неповоротні, і 

розташовані позаду центра мас тягача. Візок напівпричепа - тривісний (загальний випадок) із задніми 

керованими колесами (віссю). Кут повороту цієї осі позначений через .  

 

 
Рисунок 1 – Розрахункова схема  автопоїзда  на неусталеному повороті 

 

При складанні диференціальних рівнянь руху  автопоїзда приходиться знаходити компроміс 

між двома протилежними обставинами: по-перше, математична модель плоскопаралельного руху 

автопоїзда повинна, по можливості, найбільш повно і детально враховувати особливості реального 

автопоїзда; по-друге, складність моделі не повинна бути надто високою, так як це значно знижує 

потенційні можливості її аналізу. 

Припустимо, що: 

- складові елементи модульного автопоїзда є абсолютно жорсткі тіла; 

- вантаж на напівпричепі розташований так, що його центр мас, а також опорно-зчіпний 

пристрій розташовані у вертикальній площині симетрії;   

-  основною траєкторією руху автопоїзда є траєкторія центра мас тягача; 

-  автопоїзд рухається по рівній горизонтальній опорній поверхні;   
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- взаємодія коліс з опорною поверхнею проявляється через реакції опорної поверхні, які є 

функціями кутів відведення; 

-  кути повороту передніх коліс тягача  рівні між собою, тобто = =; 

-  гіроскопічні моменти і моменти від неврівноважених обертових мас не враховуються; 

-  моменти опору в шарнірних з’єднаннях визначаються як [2] 

, 

де Zoi – вертикальне навантаження на опорно-зчіпний пристрій (ОЗП); 

 - коефіцієнт тертя ( =0,15....0,20); 

Ri, ri – зовнішній і внутрішній радіуси поворотних кіл ОЗП; 

- на автопоїзд діють наступні сили: сили опору коченню Xij, сили опору бічному відведенню 

шин Yij,  вертикальні реакції опорної поверхні Zij, сили інерції Рі,  моменти опору повороту окремих 

ланок автопоїзда Мі. 

Находженню залежності бічної сили, як функції кута відведення ,  присвячено велику 

кількість теоретичних і експериментальних  досліджень.  

Найбільше поширення на сьогодні  при визначенні бічних сил отримала аксіоматика І. Рокара і 

залежності Д.А.Антонова. 

І. Рокар у роботі [3] запропонував визначати бічну силу як:     

;  ;  ; ;  ,    (1) 

де с -коефіцієнт пропорційності;  

k - коефіцієнт опору відведення;  

 -кут відведення;                                                                                              

-коефіцієнт поперечного ковзання;  

z- вертикальне навантаження на колесо. 

Для  всіх апроксимацій важливо, щоб функція Y=f() була не парною і визначалася як сума 

знакозмінного ряду. 

Д.А. Антонов у роботі [4] запропонував наступне рівняння:   

                                                             (2) 

і 

                                                                                (3) 

 

де q- коефіцієнтів корекції опору відведення при впливі тангенціальних сил;  

 -коефіцієнт опору відведення при дії тангенціальних сил на колеса автомобіля;  

  - теж при відсутності  тангенціальних сил;  

R- гальмівна (тягова) сила.  

У результаті проведення розрахункового аналізу по основних залежностях  бічної 

сили від кута відведення коліс Антоновим було зроблено висновок, що з використанням нелінійної 

теорії відведення результати більш близькі до експериментальних даних, чим при застосуванні 

лінійної теорії відведення. Однак при малих кутах відведення  при =0,6 і  при 

=0,2-0,3/ зміна відношення порівняно невелика і може вважатися постійною (тобто 

), а залежність, отже, лінійною.  

Отже, перевагами  залежності Д.А. Антонова є можливість урахування зміни величини 

відведення  при коливанні і  нахилі коліс до опорної поверхні,  при крені кузова тощо. Однак ця 

залежність через велику кількість коригувальних коефіцієнтів викликає ряд незручностей її 
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використання. Крім того, при  збільшенні кутів відведення похибка розрахункових даних у 

порівнянні з експериментальними значно збільшується, що також вимагає коригування [5].  

При дії великих бічних і повздовжніх сил, що приводять до великих кутів відведення, може 

бути  рекомендована залежність  тому, що в цьому випадку розбіжність результатів 

розрахунку з експериментальними даними не перевищує 13-15%.  

На відміну від залежності Д.А.Антонова залежність Рокара І. , рис. 2, не громіздка і 

досить зручна для використання при розрахунках параметрів явища відведення для шин різних 

типорозмірів автомобілів, причепів і напівпричепів, що рухаються дорогами з удосконаленим 

покриттям. Однак, у деяких випадках, похибку, що допускає ця залежність, можна розглядати, як 

значну, внаслідок того, що бічне переміщення обумовлюється як пружними, так і не пружними 

деформаціями шини й опорної поверхні, а також ковзанням (хоча б і частковим) шини по опорній 

поверхні.  

Зменшити розбіжності розрахункових даних з експериментальними можна за рахунок 

поправочного (коригувального) коефіцієнта до цієї залежності.  

Коригувальний коефіцієнт з достатньою точністю може бути розрахований методом середніх 

квадратів як одного типорозміру шин, так і для цілого ряду. При цьому похибка залежності 

визначається як середній розмір розбіжностей між розрахунковими й експериментальними даними.   

Так для шин типорозмірів, що встановлюються на автомобілях-тягачах), поправочний 

коефіцієнт змінюється в межах  від 1,0 до 1,1 /шини звичайного профілю/, а для  широкопрофільних 

шин, що встановлюються на причепах і напівпричепах – в межах 1,1...1,2 [6].  При цьому результати 

розрахунків залежностей   з поправочним коефіцієнтом досить тісно співпадають з  

експериментальними даними.   

У подальшому при математичному моделюванні будемо використовувати таку залежність: 

 

                                                                            (4) 

           
Рисунок 2 – До апроксимації залежності кута відведення від бічної сили          

          

Необхідність врахування нелінійності повязана з тим, що лише у дуже малому діапазоні зміни 

кута відведення залежність між силами, що діють на колесо, і кутами відведення близька до лінійної, 

тоді як для всіх інших значень кутів відведення ця залежність нелінійна, причому бічна сила не може 

перевищити силу зчеплення  По мірі наближення значень Y до свого максимуму спочатку 

починається часткове проковзування  у бічному напрямку, при подальшому збільшенні  – повне 

проковзування.  Відповідне йому максимальне значення бічної сили Y=Y* можна знайти, виходячи з 

того, що Y*= G, рис.2 [7]. 
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Якщо позначити коефіцієнт опору відведення за відсутності поздовжніх сил на колесі через k0, 

то величина коефіцієнта k визначиться за формулою  [5] 

                                                                      (5) 

 

де G – вертикальне навантаження на колесо; 

Х – поздовжня сила, що задається співвідношенням 

 

                                             , 

 

де М – тяговий (гальмівний) момент на колесі. 

Висновки. Проведено аналіз існуючих залежностей, які описуюсують плоскопаралельний рух і 

описано їх переваги і недоліки. Запропоновано шляхи зменшення розбіжностей розрахункових даних 

з експериментальними за рахунок введення поправочного (коригувального) коефіцієнта.  
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Гуменюк П.А, Кузнецов Р.М. Основное предположение при построении математической модели 

плоскопараллельного движения автопоезда 
В статье наведни основные математические предположения и упрощения при моделировании 

плоскопараллельного движения автопоезда. В результате анализа существующих зависимостей обоснованно 
введения дополнительного корректирующего коэффициента. Показана необходимость учета нелинейности 
при описании движения звеньев автопоезда.  

Ключевые слова: автопоезд, траектория движения, углы увода, устойчивость. 

 
P. Gumenyuk, R. Kuznetsov. The basic assumption in the construction of a mathematical model of plane-motion 

train 
In the article the basic mathematical assumptions and simplification in modeling planar motion train. An 

analysis of existing dependencies justified the introduction of additional corrective coefficient. The necessity of taking 
into account non-linearities in describing the movement of train parts.  

Keywords: Tractor, trajectory, angles of diversion, stability, speed. 
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