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МОДЕЛЮВАННЯ ЗРІВНОВАЖЕНИХ ДИСКРЕТНО ВИЗНАЧЕНИХ 
ПОВЕРХОНЬ ІЗ ПЛОСКИМ КРИВОЛІНІЙНИМ КОНТУРОМ 

 

Задача створення моделей об’єктів машинобудування зі складною геометричною формою є одним із 

найбільш відповідальних етапів конструювання на виробництві, який погано піддається формалізації. Кожен 

конкретний випадок розробки криволінійної форми майбутнього виробу потребує від інженерів творчого 

підходу, обробки великої кількості можливих варіантів, залучення широкого кола висококваліфікованих 

спеціалістів, а прийняте рішення не завжди є оптимальним. Особливий практичний інтерес представляють 

моделі, сформовані на плоских опорних граничних контурах. Тому у даній роботі досліджено процеси 

дискретного формоутворення та розроблений метод дискретного геометричного моделювання зрівноважених 

криволінійних відсіків поверхонь на заданому плоскому криволінійному контурі за допомогою комплексу 

операцій над подвійними числовими послідовностями. Запропонована програмна реалізація розробленого 

методу та створено модуль автоматизованого проектування складних форм машинобудівних деталей.  

Ключові слова: об’єкти машинобудування, складна геометрична форма, плоский опорний граничний 

контур, дискретне формоутворення, зрівноважений криволінійний відсік, комплекс операцій над подвійними 

числовими послідовностями, автоматизоване проектування.   

  

Постановка проблеми.  В умовах сучасного виробництва на підприємствах 

машинобудування різко зростають як складність, так і вимоги до зовнішніх форм проектованих 

конструкторами промислових об’єктів. Маючи у своєму арсеналі цілий набір ефективних графічних 

пакетів, для інженерно-конструкторських служб заводів одним із основних завдань є і буде суттєве 

скорочення термінів підготовки виробництва, у тому числі за рахунок впровадження найсучасніших 

алгоритмів моделювання складник криволінійних форм [1]. 

Процес створення моделі зовнішньої геометричної форми будь-якого технічного виробу  є 

одним із найбільш складних етапів, який погано піддається формалізації та аналогії. Тому кожен 

конкретний випадок розробки форм майбутнього виробу потребує творчого підходу, обробки великої 

кількості можливих варіантів, залучення широкого кола висококваліфікованих спеціалістів, а 

прийняте рішення не завжди є оптимальним.  

Відтак, удосконалення існуючих методів моделювання, запровадження сучасних програмних 

продуктів для проектування просторових елементів машин, розробка  швидкісних уніфікованих 

алгоритмів, які дозволяють враховувати різного роду вихідні умови та дають можливість ефективно 

коригувати як модель у цілому, так і окремі її ділянки  є актуальним завданням для науковців. 

Аналіз останніх досліджень. Процеси сучасного проектування криволінійних форм складних 

машинобудівних об’єктів вказують на те, що основною проблемою моделювання є відсутність 

простих, уніфікованих програмних модулів, які б забезпечували можливість ефективного врахування 

геометричних вимог до об’єктів, не були переобтяжені складним інтерфейсом, дозволяли просто 

генерувати сітку різної топології і щільності на поверхні деталі, давали можливість швидкого 

коригування геометрії потрібних ділянок за допомогою мінімальної кількості управляючих 

параметрів.  

Вченими, що працюють у галузі прикладної геометрії, відпрацьовано цілу низку підходів до 

геометричного моделювання криволінійних двовимірних образів, які пов’язані або із неперервними, 

або із дискретними моделями об’єктів. На наш погляд, особливої уваги заслуговують методи 

дискретного геометричного моделювання, як найбільш прості та ефективні для алгоритмізації, для 

графічного представлення сформованих образів, для зручного управління їх геометрією.   

Наприклад, розроблені у роботі [3] алгоритми дискретного моделювання зрівноважених сіток у 

тривимірному просторі статико-геометричним методом проф. С.М. Ковальова [2], підходи до 

раціональної дискретизації відсіків таких поверхонь із заданою точністю, дозволили створити 

програмний модуль для формування ескізних варіантів моделей на прикладі об’єктів 

машинобудування. Враховуючи і математичну простоту запропонованого підходу до формування 

дискретних сіток, і його уніфікованість, і нескладність комп’ютерної реалізації, і наявність 

можливостей для ефективного глобального та локального коригування моделі в процесі 

проектування, він має і ряд суттєвих недоліків: потреба у складанні та розв’язанні  громіздких систем 
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лінійних рівнянь рівноваги, включення до моделі спеціальних алгоритмів раціональної дискретизації, 

потреба у використанні методів дискретної інтерполяції для згущення сітки каркасу.  

Даних недоліків можна позбутися, якщо у якості моделюючого апарату застосувати адекватні 

статико-геометричному методу подвійні числові послідовності [5]. Відомо ряд робіт, у яких 

запропоновано алгоритми дискретного моделювання зрівноважених сіток із заданими граничними 

умовами апаратом числових послідовностей [6,7,10].  Моделі представлялися суперпозицією 

подвійних послідовностей, які інтерпретувалися як поверхні Кунса із лінійними або нелінійними 

функціями зміщення [8]. Саме завдяки ідеї застосування нелінійних функцій зміщення були отримані 

вільні геометричні параметри для ефективного управління формою сіток.  

При практичній реалізації вищеназваних розроблених алгоритмів було виявлено, що вони не 

працюють, якщо опорний контур модельованих відсіків представлений у вигляді плоских 

зрівноважених кривих. Потрібний ще ряд додаткових операцій над подвійними числовими 

послідовностями для отримання дискретних моделей зрівноважених криволінійних поверхонь.  

Формулювання цілей статті. Метою даної роботи є розробка методу дискретного 

геометричного моделювання криволінійних відсіків поверхонь на заданому плоскому криволінійному 

контурі за допомогою комплексу операцій над подвійними числовими послідовностями та програмна 

реалізація запропонованого методу для створення модуля проектування складних форм 

машинобудівних деталей.  

Основна частина. Розроблений у роботах [4,9] спосіб формування зрівноважених замкнутих 

дискретно представлених кривих із заданими властивостями за допомогою системи одновимірних 

числових послідовностей виду:  
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дав можливість отримати дискретні моделі 4 плоских кривих опорного контуру майбутньої 

криволінійної поверхні. У загальному вигляді кожну із дискретних моделей кривих, в залежності  від 

кількості точок або членів одновимірних числових послідовностей у (1), можна подати виразом: 
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де u - узагальнена координатна змінна дискретної моделі кривої, k - номер кривої опорного 

контуру, kk - значення дискретної змінної у числовій послідовності, N - кількість членів 

одновимірної числової послідовності, 0 , Nu u - крайові умови, ( )u

sP f s - функціонально розподілене 

зовнішнє навантаження на вузли кривої. 

Результатом обчислень є дискретна модель 4 плоских кривих майбутнього опорного контуру 

криволінійної поверхні (рис. 1). 
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Рис. 1. Дискретна модель опорного контуру криволінійної поверхні 
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Другим етапом моделювання є формування для заданого опорного контуру плану сітки 

майбутньої криволінійної поверхні із нерівномірним кроком вузлів. Для цього формуємо по парі 

подвійних числових послідовностей для окремих координатних складових x  і y , що описують 

дискретні моделі циліндроїдів  побудованих на відповідних опорних контурах (2).  

 

 

 
(3) 

 
де U - узагальнена координатна складова вузлів циліндроїда, u - узагальнена координатна 

складова вузлів опорного контуру. 

Ще одним необхідним елементом для побудови плану сітки є дискретна модель відсіку 

гіперболічного параболоїда, побудованого для кожної із координатних складових, у вигляді: 

 

 , 0 1 0 1( vg k) ( g k) 1
( 1) ( 1)

n k

n n
UG vg ng n

N N

   
       

    
, (4) 

 
де ,vg ng - узагальнені координатні складові граничних вузлів опорних контурів 

гіперболічного параболоїда. 

План сітки вузлів формованої криволінійної поверхні через окремі координатні складові 

можна подати у вигляді: 
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наочне зображення якої наведено на рис.2. 

 

 
 

Третій етап – формування числової послідовності для координатної складової Z , тобто 
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Рис. 2. Дискретна модель плану сітки із нерівномірним кроком вузлів 
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послідовностями, де кожна із послідовностей геометрично інтерпретувалася як лінійчата поверхня 

виду: 

                        
2 2
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де 0 ( )n  і  1( )n  - є лінійними функціями зміщення крайових умов, які не мають вільних 

параметрів для забезпечення можливостей врахування додаткових вихідних умов моделювання. 

Якщо ж функції зміщення вибрати нелінійними, наприклад, у вигляді поліномів загального 

виду (7), то можна отримати множину вільних параметрів 
1 2 3, , ,... p     як для врахування різного 

роду вихідних умов, так і для забезпечення вимоги проходження дискретної моделі криволінійної 

поверхні через заданий плоский опорний контур.  
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Процес формування подвійних числових послідовностей координатної складової Z  із 

нелінійними функціями зміщення побудований наступним чином.  

Будуємо дискретну модель криволінійної поверхні на кривих 1, 3z z  опорного контуру 

числовою послідовністю (8), наочне зображення якої наведено на рис.3: 
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наочне зображення яких наведене на рис. 5 та 6.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Друга пара подвійних числових послідовностей (11) є дискретними моделями криволінійних 

поверхонь, побудованих на базових кривих нелінійних функцій зміщення ( )n  і ( )k .  
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 Наочне зображення дискретних моделей наведено на рис. 7 та 8. 

 
Оскільки у процесі моделювання координатної складової Z  приймало участь три пари 

дискретно представлених поверхонь, описаних подвійними числовими послідовностями (8-11), ще 

одним обов’язковим елементом є послідовність, що представляє дискретну модель відсіку 

гіперболічного параболоїда, побудованого на базових граничних точках заданого опорного контуру. 
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Рис. 7. 2-а  стабілізуюча поверхня напряму n 

 

Рис. 8. 2-а  стабілізуюча поверхня напряму k 
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В результаті дискретна модель поверхні координатної складової Z  буде суперпозицію вище 

представлених подвійних числових послідовностей і матиме вигляд:                        

 

(12) 
 

А кінцеву дискретну модель шуканої криволінійної поверхні із заданим плоским 

криволінійним контуром можна представити системою подвійних числових послідовностей виду: 
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наочна інтерпретація якої наведена на рис. 9 і геометрично представляється операціями над різними 

видами двовимірних сіток. У такій моделі вихідні умови процесу формування можна враховувати за 

рахунок вільних параметрів нелінійних функцій зміщення ( )k  і ( )n .  

 

 
 

Ще однією важливою процедурою, у відповідності до основної вимоги статико-

геометричного методу моделювання, є приведення вузлів сформованої дискретної сітки до рівноваги. 

У роботах [5,10] реалізація рівноваги вузлів дискретної моделі виконувалась на основі скінченно-

різницевих операторів (14) і потребувала знаходження громіздких виразів подвійних числових 

послідовностей у околі центрального вузла апроксимаційної схеми відповідного диференційного 

рівняння.  
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Враховуючи взаємозв’язок між скінченно-різницевими рівняннями статико-геометричного 

методу, складовими зусиль у вузлах формованих дискретних сіток та неперервним представленням 

відповідних обчислювальних шаблонів, виокремлення функцій координатних складових зовнішнього 
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Рис. 9. Дискретна модель поверхні із заданою геометрією на плоскому опорному 

контурі 
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формоутворюючого навантаження пропонується проводити шляхом подвійного диференціювання 

окремих рівнянь системи подвійних числових послідовностей (13).  

Висновки. У представленій роботі досліджено процеси дискретного формоутворення та 

розроблений метод дискретного геометричного моделювання зрівноважених криволінійних відсіків 

поверхонь на заданому плоскому криволінійному контурі за допомогою комплексу операцій над 

подвійними числовими послідовностями. Запропонована програмна реалізація розробленого методу 

та створено модуль автоматизованого проектування складних форм машинобудівних деталей.  
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Пустюльга С.И., Самостян В.Р., Прыдюк В.М., Клак Ю.В. Моделирование равновесных дискретно 

определенных поверхностей с плоским криволинейным контуром. 
Задача создания моделей объектов машиностроения со сложной геометрической формой является 

одним из самых ответственных этапов конструирования на производстве, который плохо поддается 
формализации. Каждый конкретный случай разработки криволинейной формы будущего изделия требует от 
инженеров творческого подхода, обработки большого количества возможных вариантов, привлечения 
широкого круга высококвалифицированных специалистов, а принятое решение не всегда является 
оптимальным. Особый практический интерес представляют модели, сформированные на плоских опорных 
граничных контурах. Поэтому в данной работе исследованы процессы дискретного формообразования и 
разработан метод дискретного геометрического моделирования равновесных криволинейных отсеков 
поверхностей на заданном плоском криволинейном контуре с помощью комплекса операций над двойными 
числовыми последовательностями. Предложена программная реализация разработанного метода и создан 
модуль автоматизированного проектирования сложных форм машиностроительных деталей.  

Ключевые слова: объекты машиностроения, сложная геометрическая форма, плоский опорный 
предельный контур, дискретное формообразование, равновесный криволинейный отсек, комплекс операций 
над двойными числовыми последовательностями, автоматизированное проектирование. 

 
 S. Pustiulha, V. Samostian., V. Prydiuk, Yu. Klak.  Modeling of equilibrium discrete surfaces with a flat 
curvilinear contour. 
 The task of creating models of machine building objects with a complex geometric shape is one of the most 
crucial stages of designing in production, which is difficult to formalize. Each concrete case of development of the 
curvilinear form of the future product requires from the engineers a creative approach, processing a large number of 
possible options, attracting a wide range of highly qualified specialists, and the decision taken is not always optimal. 
Of particular practical interest are models formed on flat reference boundary contours. Therefore, in this paper we 
investigate the processes of discrete shape formation and develop a method for discrete geometric modeling of 
equilibrium curvilinear compartments of surfaces on a given plane curvilinear contour using a complex of operations 
on double numerical sequences. The program implementation of the developed method is offered and the module of 
the automated designing of complex forms of machine-building details is created. 
 Key words: mechanical engineering objects, complex geometric shape, flat reference limit contour, discrete 
shape formation, equilibrium curvilinear compartment, complex of operations on double numerical sequences, 
computer-aided design. 
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