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Iснування i наближена побудова розв’язкiв крайових

задач

A new numerical-analytic method for investigating the boundary-value problems for nonlinear

differential systems is suggested.

Серед методiв iнтегрування крайових задач широко вiдомим є чисельно-аналiтичний метод
А.М. Самойленка [1]. Зокрема, вiн застосовується до знаходження розв’язкiв рiвняння

dx

dt
= F (t, x),

якi задовольняють рiзного роду додатковi умови. Однiєю з умов, якi накладаються на функ-
цiю f(t, x), є умова малостi константи Лiпшiца [2]. Непокращувану оцiнку для неї знайдено
в [3]. У даному повiдомленнi пропонується пiдхiд до розв’язання поставленої в [2] задачi
про знаходження аналогiчних оцiнок у випадку, коли компонентами матрицi Лiпшiца є не-
вiд’ємнi iнтегровнi функцiї. При цьому умова малостi матрицi Лiпшiца накладається не на
всю функцiю F (t, x), а тiльки на її нелiнiйну частину f(t, x).

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь з видiленою лiнiйною частиною

dx

dt
= A(t)x + f(t, x) (1)

та лiнiйними функцiональними обмеженнями

ℓx = α, (2)

де t ∈ [a, b], x : [a, b] → D ⊂ R
n, f : [a, b] × D → R

n, A(t) = (Aij(t))
n
i,j=1, A(t) ∈ C[a, b], ℓ —

лiнiйний вектор-функцiонал, ℓ : C([a, b], Rn) → R
n, α ∈ R

n — сталий вектор.
Згiдно з теоремою Ф. Рiсса [4], завжди можна вказати неперервну злiва матричнозначну

функцiю C(t) обмеженої варiацiї таку, що лiнiйний функцiонал можна зобразити за допо-
могою iнтеграла Рiмана–Стiлтєса, а отже, можемо записати крайовi умови (2) у виглядi

b∫

a

[dC(t)]x(t) = α. (3)
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Розглянемо критичний [5] випадок — коли однорiдна крайова задача

dx

dt
= A(t)x, ℓx = 0, (4)

має k, 0 < k 6 n, лiнiйно незалежних розв’язкiв.
Введемо такi позначення:

Z(s) =

b∫

s

[dC(t)]Ωt
s, G = Z(a) = ℓΩ•

a =

b∫

a

[dC(t)]Ωt
a,

де Ωa
a, Ωa

a = In — матрицант вiдповiдної (1) лiнiйної однорiдної системи. Через G+ будемо
позначати єдину псевдообернену до G за Муром–Пенроузом [6] (n×n)-матрицю, а через PGk

i PG∗

k
— (n × k)- i (k × n)-вимiрнi матрицi, якi є ортопроекторами з простору R

n на нуль
простори Ker(G) i Ker(G∗) матриць G i G∗ вiдповiдно, причому стовпцi матрицi PGk

є лi-
нiйно незалежними i утворюють повний базис ядра Ker(G) матрицi G, а рядки матрицi PG∗

k

утворюють повний базис ядра матрицi G∗:

PGk
: R

k → Ker(G), Ker(G) = PGk
R

n,

PG∗

k
: R

n → Ker(G∗), Ker(G∗) = PG∗

k
R

n,

rank(PGk
) = rank(PG∗

k
) = k = n − rank(G).

Припускаємо, що при t ∈ [a, b], x ∈ D ⊂ R
n, де D — деяка замкнена обмежена область,

справедливi такi припущення:
A) вектор-функцiя f(t, x) неперервна i виконуються оцiнки

|f(t, x)| 6 M(t), |f(t, x′) − f(t, x′′)| 6 K(t) · |x′ − x′′|,

де M(t) i K(t) — неперервнi вiдповiдно вектор-функцiя i матриця-функцiя з невiд’ємни-
ми iнтегровними компонентами. Тут |f(t, x)| = col(|f1(t, x)|, . . . , |fn(t, x)|) i всi нерiвностi
розглядаємо покомпонентно;

B) Dβ ≡ {ξ ∈ R
k|B(x0(t, ξ), β) ⊆ D} 6= ∅, де B(x0, β) — круг з центром в

x0 = x0(t, ξ) = Ωt
0PGk

ξ + Ωt
a(G

+ + (R(t) − G+R2)P
∗

Gk
R−1

1 PG∗

k
)α,

i радiусом β = max
t∈[a,b]

b∫

a

|L(t, s)| · M(s) ds, де

L(t, s) =

{
Ωt

s − Ωt
a(G

+ + (R(t) − G+R2)P
∗

G∗

k

R−1
1 PG∗

k
)Z(s), 0 6 s 6 t 6 b,

−Ωt
a(G

+ + (R(t) − G+R2)P
∗

G∗

k

R−1
1 PG∗

k
)Z(s), 0 6 t < s 6 b,

R(t) =

t∫

a

Ωa
sZ

∗(s) ds, R1 = PG∗

k
R2P

∗

G∗

k

, R2 =

b∫

a

Z(τ)Z∗(τ)dτ ;
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C) найбiльше додатне власне значення оператора Qx менше за одиницю,

(Qx)(t) =

b∫

a

|L(t, s)|K(s)x(s) ds.

Зауваження 1. Матриця R1 є невиродженою, оскiльки R1 =
b∫
a

Ψ(τ)Ψ∗(τ)dτ , де Ψ(τ) —

(k × n)-вимiрна матриця така, що [7]

dΨ∗

dt
= −A∗(t)Ψ∗ −

dC∗(t)

dt
P ∗

G∗

k

,

Ψ∗(a) = 0, Ψ∗(b) = 0.

Розглянемо сiм’ю k-параметричних вiдображень Lξx : C([a, b], Rn) → C([a, b], Rn) i ве-
ктор-функцiонал µ(x) : C(Rn) → R

k:

(Lξx)(t) = Ωt
a(PGk

ξ + G+α) + Ωt
a(R(t) − G+R2)P

∗

G∗

k

R−1
1 PG∗

k
α +

b∫

a

L(t, s)f(s, x(s)) ds,

µ(x) = PG∗

k

(
α −

b∫

a

Z(τ)f(τ, x(τ))dτ

)
.

Лема. Нехай однорiдна крайова задача (4) має k лiнiйно незалежних розв’язкiв. Ве-
ктор-функцiя ϕ ∈ C1([a, b], Rn) є розв’язком крайової задачi (1), (2) тодi i тiльки тодi,
коли ϕ є розв’язком системи рiвнянь

x = Lξx, (5)

µ(x) = 0. (6)

При цьому початковим значенням розв’язку крайової задачi є

ϕ(a) = ϕ0
def
= PGk

ξ + G+

(
α −

b∫

a

Z(τ)f(τ, ϕ(τ))dτ

)
.

Доведення. Вектор-функцiя ϕ(t) є розв’язком системи (5) i при t = a набуває значень
ϕ(a) = ϕ0, якщо i тiльки якщо ϕ(t) є розв’язком iнтегрального рiвняння

x(t) = Ωt
aϕ0 +

t∫

a

Ωt
af(s, x(s)) ds. (7)

Пiдставляючи (7) в умови (2), бачимо, що ϕ(t) є розв’язком крайової задачi (1), (2)
тодi i тiльки тодi, коли µ(ϕ) = 0. У той же час вимога, щоб ϕ була розв’язком рiвнян-
ня (6), є необхiдною i достатньою для того, щоб ϕ задовольняла одночасно i рiвняння (5)
i рiвняння (7). Лему доведено.
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Для знаходження розв’язку крайової задачi (1), (2) побудуємо рекурентну k-парамет-
ричну послiдовнiсть функцiй

x0(t, ξ) = Ωt
aPGk

ξ + Ωt
a(G

+ + (R(t) − G+R2)P
∗

Gk
R−1

1 PG∗

k
)α,

m = 1, 2, . . . , ξ ∈ R
k,

xm(t, ξ) = x0(t, ξ) +

b∫

a

L(t, s)f(s, xm−1(s, ξ)) ds,

(8)

якi задовольняють крайовi умови (2) при будь-яких значеннях параметра ξ.
Справедливi такi оцiнки вiдхилень:

|(Lξx)(t) − x0(t, ξ)| 6

T∫

0

|L(t, s)||f(s, x(s)) ds| 6

T∫

0

|L(t, s)|M(s) ds 6 β, (9)

|xm+1(t, ξ) − xm(t, ξ)| = |(L̃ξ(xm(·, ξ) − xm−1(·, ξ)))(t)| 6

6 (Q|xm(·, ξ) − xm−1(·, ξ)|)(t) 6 (Q2|xm−1(·, ξ) − xm−2(·, ξ)|)(t) 6 . . . 6

6 (Qm|x1(·, ξ) − x0(·, ξ)|)(t) 6 Qmβ,

|xm+j(t, ξ) − xm(t, ξ)| 6

j−1∑

i=0

|xm+i+1(t, ξ) − xm+i(t, ξ)| 6

6

j−1∑

i=0

(Qm+i|x1(·, ξ) − x0(·, ξ)|)(t) 6

j−1∑

i=0

Qm+iβ. (10)

З (9) i умов A, С випливає, що (Lξx)(t) ∈ D при всiх ξ ∈ Dβ, t ∈ [a, b], x ∈ C([a, b],D).
Крiм того, з умови D випливає, що послiдовнiсть (8) рiвномiрно збiгається при m → ∞
в областi (t, ξ) ∈ [a, b]×Dβ до граничної функцiї x∗(t, ξ), яка спiвпадає з нерухомою точкою

x = x∗(·, ξ) оператора Lξ. Оскiльки
∞∑
i=0

Qi = (In − Q)−1, то переходячи в (10) до границi

при j → ∞ одержимо, що

|x∗(t, ξ) − xm(t, ξ)| 6 (In − Q)−1Qmβ. (11)

Справедливим є таке твердження.
Теорема 1. Нехай однорiдна крайова задача (4) має k лiнiйно незалежних розв’язкiв

i для крайової задачi (1), (2) справедливi припущення A−C. Тодi:
1) при всiх ξ ∈ Dβ ⊂ R

k оператор Lξ має нерухому точку x∗(·, ξ) ∈ ([a, b],D), яка
спiвпадає з граничною функцiєю x∗(t, ξ) = lim

m→∞

xm(t, ξ) послiдовностi (8). Для збiжностi

послiдовних наближень при всiх натуральних m виконуються оцiнки (11);
2) функцiя x∗(t) = x∗(t, ξ∗) є розв’язком крайової задачi (1), (2) тодi i тiльки тодi, коли

точка ξ = ξ∗ є розв’язком визначального рiвняння ∆(ξ) = 0, де ∆: Dβ → R
k

∆(ξ)
def
= µ(x∗(·, ξ)) = PG∗

k

(
α −

b∫

a

Z(τ)f(τ, x∗(τ, ξ)) dτ

)
. (12)
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При цьому

x∗(a, ξ) = PGk
ξ + G+

(
α −

b∫

a

Z(τ)f(τ, x∗(τ, ξ))dτ

)
.

Наведене нижче твердження мiстить достатнi умови, для перевiрки яких не потрiбно
знаходити граничну функцiю послiдовностi (8).

Теорема 2. Нехай однорiдна крайова задача (4) має k лiнiйно незалежних розв’язкiв
i для крайової задачi (1), (2) справедливi припущення A−C i, крiм того:

1) iснує опукла, замкнена область D′ ⊂ Dβ ⊂ R
k така, що при деякому фiксованому

натуральному m вiдображення ∆m(ξ) : Dβ → R
k:

∆m(ξ)
def
= µ(xm(·, ξ)) = PG∗

k

(
α −

b∫

a

Z(τ)f(τ, xm(τ, ξ))dτ

)

мiстить в областi D′ єдину особливу точку ξ0m ненульового iндексу;
2) на границi ∂D′ областi D′ виконується нерiвнiсть

inf
ξ∈∂D′

|∆m(ξ)| > Q1(In − Q)−1Qmβ, (13)

де Q1 = |PG∗

k
|

T∫
0

|Z(s)|K(s) ds.

Тодi iснує розв’язок

x = x∗(t) = x∗(t, ξ∗), x∗(a) = x∗(a, ξ) = PGk
ξ + G+

(
α −

b∫

a

Z(τ)f(τ, x∗(τ)) dτ

)

крайової задачi (1), (2), де ξ∗ ∈ D′.
Доведення проводиться аналогiчно до доведення теореми 3 [8].
Некритичний випадок. У некритичному випадку (коли вiдповiдна однорiдна крайова

задача (4) має тiльки тривiальний розв’язок, тобто det(G) 6= 0, PGk
= 0 i ∆(ξ) ≡ 0) при

застосуваннi запропонованого варiанта чисельно-аналiтичного методу не потрiбно розв’я-
зувати визначальне рiвняння. Аналогiчно до теореми 1, можемо довести таке твердження.

Теорема 3. Нехай однорiдна крайова задача (4) не має нетривiальних розв’язкiв i для
крайової задачi (1), (2) справедливi припущення A i

B1) x̃0(t, ξ) = Ωt
aG

−1α лежить в областi D разом iз своїм β̃-околом, де

β̃ = max
t∈[a,b]

b∫

a

|L̃(t, s)|M(s)ds, L̃(t, s) =

{
Ωt

s − Ωt
aG

−1Z(s), 0 6 s 6 t 6 b,

−Ωt
aG

−1Z(s), 0 6 t < s 6 b,

тодi крайова задача (1), (2) має не менше одного розв’язку.
Якщо, крiм того, виконується також i умова
C1) найбiльше додатне власне значення оператора Q̃x менше за одиницю,

(Q̃x)(t) =

b∫

a

|L̃(t, s)| · K(s)x(s) ds,
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то в областi D крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок x̃∗(t) = lim
m→∞

x̃m(t), який

є границею послiдовностi функцiй

x̃m(t, ξ) = x̃0(t, ξ) +

b∫

a

L̃(t, s)f(s, x̃m−1(s, ξ)) ds, m = 1, 2, . . . ,

x̃0(t) = Ωt
aG

−1α.

При цьому виконуються оцiнки збiжностi

|x̃∗(t) − x̃m(t)| 6 (In − Q̃)−1Q̃mβ̃.

Зауваження 2. При A = 0 одержуємо варiант чисельно-аналiтичного методу А.М. Са-
мойленка без визначального рiвняння, запропонований в [9].
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