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Iнтегральнi зображення розв’язкiв стацiонарних задач

теплопровiдностi для обмежених багатошарових

цилiндричних тiл

(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.О. Перестюком)

The exact analytical solution of a stationary heat problem for limited multilayer cylindrical

solids is constructed by the method of integral transformations.

Стацiонарнi крайовi задачi феноменологiчної теорiї теплопровiдностi для багатошарових
(кусково-однорiдних) середовищ становлять значний теоретичний та практичний iнтерес
[1–4]. Питанням побудови методом iнтегральних перетворень точних аналiтичних розв’яз-
кiв згаданих задач у декартовiй, сферичнiй та цилiндричнiй системах координат присвяченi
монографiї [5–7]. Зокрема, в [7] розглянуто необмеженi, напiвобмеженi та обмеженi багато-
шаровi за радiальною координатою цилiндрично-круговi тiла. Стацiонарнi температурнi
поля в необмежених кусково-однорiдних за декартовою координатою цилiндричних тiлах
побудовано в працях [8, 9].

Задача про структуру стацiонарного температурного поля в ортотропному обмеженому
(n+1)-шаровому цилiндрично-круговому тiлi математично зводиться до побудови обмеже-
ного в областi

D =

{
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(lj−1; lj); l0 > 0;

lk < lk+1; k = 1, n; ln+1 ≡ l < ∞

}

2π-перiодичного щодо ϕ розв’язку сепаратної системи диференцiальних рiвнянь Пуассона [7]
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та умовами неiдеального теплового контакту [10]
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Фiзико-механiчний змiст параметрiв i функцiй, якi беруть участь у формулюваннi за-
дачi, розкрито в [7, 10].

Застосуємо до задачi (1)–(4) скiнченне iнтегральне перетворення Фур’є щодо кутової
змiнної ϕ [7]. Iнтегральний оператор Фур’є перiодичнiй крайовiй задачi (1)–(4) ставить у вiд-
повiднiсть задачу побудови обмеженого в областi D′ = {(r, z) : r ∈ (0;R); z ∈ I+
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та умовами спряження
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де a2
j = a−2

rj a2
zj, χ2

j = a−2
rj χ2

j , f jm(r, z) = a−2
rj fjm(r, z); j = 1, n + 1.

До задачi (5)–(8) застосуємо iнтегральне перетворення Ганкеля 1-го роду щодо радiаль-
ної змiнної r [7]. Iнтегральний оператор Ганкеля 1-го роду крайовiй задачi (5)–(8) ставить
у вiдповiднiсть задачу про структуру обмеженого на множинi I+

n розв’язку сепаратної сис-
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та умовами спряження
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де Gjms(z) = f jms(z) + RJm(βsR)gjm(z); j = 1, n + 1.
Обмежений розв’язок крайової задачi на спряження (9)–(11) побудуємо методом скiн-

ченного iнтегрального перетворення Фур’є на декартовому сегментi [l0, l] з n точками спря-
ження [5]:
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У рiвностях (12)–(14) беруть участь величини i функцiї:
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vk2
11 (qsjlk) = Rkqsj sin(qsjlk) + sin(qsjlk); vk2

21 (qsjlk) = qsj cos(qsj lk);
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Θ(x) — одинична функцiя Гевiсайда, λj — утворюючi дискретний спектр коренi трансцен-
дентного рiвняння
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Запишемо систему диференцiальних рiвнянь (9) у матричнiй формi
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(15)

i зобразимо iнтегральний оператор Fjn, який дiє за правилом (12), у виглядi операторної
матрицi-рядка
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∫
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За правилом множення матриць застосуємо операторну матрицю-рядок (16) до систе-
ми (15). Внаслiдок тотожностi (14) одержуємо алгебраїчне рiвняння
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Припустимо, не зменшуючи загальностi, що max{χ2
j} = χ2
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Застосуємо за правилом множення матриць операторну матрицю-стовпець (20) до ма-
трицi-елемента [Tmsj ], де функцiя Tmsj визначена формулою (19). Одержуємо єдиний обме-
жений розв’язок задачi (9)–(11):
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Послiдовно застосувавши до функцiй Tims(z), визначених формулами (21), оберненнi
оператори Ганкеля 1-го роду та Фур’є, одержимо функцiї
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якi описують структуру стацiонарного температурного поля в ортотропному обмеженому
(n + 1)-шаровому суцiльному цилiндрично-круговому тiлi.
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У формулах (22) беруть участь: компоненти фундаментальної матрицi розв’язкiв

Eik(r, ρ, ϕ, z, ξ) =
∞
∑

m=0

εmEik,m(r, ρ, z, ξ) cos(mϕ);

компоненти нижньої аплiкатної матрицi Грiна

W 0
i (r, ρ, ϕ, z) = −a2

1σ1(α
0
11)

−1Ei1(r, ρ, ϕ, z, l0);

компоненти верхньої аплiкатної матрицi Грiна

W 1
i (r, ρ, ϕ, z) = a2

n+1σn+1(α
n+1
22 )−1Ei,n+1(r, ρ, ϕ, z, l);

компоненти радiальної матрицi Грiна

Wik(r, ϕ, z, ξ) = REik(r,R, ϕ, z, ξ),

елiптичної крайової задачi (1)–(4), де

Eik,m(r, ρ, z, ξ) =
1

2πa2
ri

∞
∑

j=1

∞
∑

s=1

Jm(βsr)Jm(βsρ)Vi(z, λi)Vk(ξ, λi)

(λ2
j + β2

s + χ2
1)‖Jm(βsr)‖2‖V (z, λi)‖2

.

Теорема. Припустимо, що: 1) функцiї fk(r, ϕ, z), k = 1, n + 1, неперервнi, мають обме-
жену варiацiю за кожною змiнною на множинах {(r, ϕ, z) : r ∈ (0;R);ϕ ∈ [0; 2π); z ∈ Ik} та
обмеженi при r = 0; 2) функцiї fk(r, ϕ, z), gk(ϕ, z), k = 1, n + 1, задовольняють умови не-
iдеального теплового контакту; 3) функцiї g0(r, ϕ), g1(r, ϕ) неперервнi, мають обмежену
варiацiю за кожною змiнною на множинi {(r, ϕ) : r ∈ (0;R); ϕ ∈ [0; 2π)} та обмеженi при
r = 0; 4) функцiї gk(ϕ, z), k = 1, n + 1, неперервнi i мають обмежену варiацiю за кожною
змiнною на множинах {(ϕ, z) : ϕ ∈ [0; 2π); z ∈ Ik}. Тодi в класi двiчi неперервно диферен-
цiйовних в областi D “вектор-функцiй” u(r, ϕ, z) = {u1(r, ϕ, z), u2(r, ϕ, z), . . . , un+1(r, ϕ, z)},
що задовольняють умови 1, єдиний обмежений розв’язок елiптичної крайової задачi (1)–(4)
визначається формулами (22).

Зауваження 1. Якщо деякi з коефiцiєнтiв термоопору Rk дорiвнюють нулю, то безпо-
середньо з формул (22) одержуємо iнтегральне зображення розв’язку стацiонарної задачi
теплопровiдностi у випадку здiйснення на вiдповiдних площинах z = lk iдеального тепло-
вого контакту.

Зауваження 2. При Rk = 0(k = 1, n) безпосередньо з формул (22) одержуємо iнтегральне
зображення розв’язку стацiонарної задачi теплопровiдностi у випадку здiйснення на всiх
площинах z = lk iдеального теплового контакту.

Зауваження 3. У випадку a2
rj = a2

zj ≡ a2
j > 0 формули (22) визначають структуру

стацiонарного температурного поля в iзотропному обмеженому (n+1)-шаровому суцiльному
цилiндрично-круговому тiлi.

Зауваження 4. Параметри α0
11, β

0
11;α

n+1
22 , βn+1

22 ;h дають можливiсть видiляти з фор-
мул (22) iнтегральнi зображення розв’язкiв перiодичних крайових задач (1)–(4) у випад-
ках задання на поверхнях z = l0, z = l, r = R крайових умов 1-го, 2-го й 3-го роду та їх
можливих комбiнацiй.

Таким чином, при найбiльш загальних припущеннях у межах феноменологiчної теорiї
теплопровiдностi побудовано iнтегральнi зображення точних аналiтичних розв’язкiв стацiо-
нарних задач в обмежених багатошарових цилiндричних тiлах. Одержанi розв’язки носять
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алгоритмiчний характер, неперервно залежать вiд параметрiв та даних задачi й можуть бу-
ти використанi як в теоретичних дослiдженнях, так i в практицi iнженерних розрахункiв.
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Нормальное строение группы локальных изометрий

границы сферически однородного дерева

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Н.А. Перестюком)

The normal structure of the locally isometry group LIsom∂T of a spherically homogeneous tree

boundary is investigated. It is proved that every closed normal subgroup of this group contains

a commutant of LIsom ∂T . The quotient of LIsom∂T by its commutant is found.

Пусть (T, v0) — локально конечное дерево с корнем v0, V (T ) — множество его вершин.
Расстоянием d(u, v) между вершинами u, v ∈ V (T ) называется длина (число звеньев) крат-
чайшего пути, соединяющего u, v. Сферой радиуса n (иначе, n-уровнем) корневого дерева
(T, v0) называется множество Vn(T ) = {v ∈ V (T ) | d(v0, v) = n}. В частности, V0(T ) = {v0}.
Дерево T называется сферически однородным, если валентность каждой его вершины за-
висит лишь от радиуса сферы, содержащей эту вершину. Сферически однородное дерево T

однозначно (с точностью до изоморфизма) характеризуется своим сферическим индексом —
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