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Процедуры вывода в секвенциальных исчислениях

для конечнозначных логик с определителем равенства

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.А. Летичевским)

Terminated proof procedures in axiomatic extensions of sequent calculi for propositional finitely

valued logics with equality determinant are proposed on the basis of logic programming.

Используя методы логического программирования, мы предлагаем завершающиеся про-
цедуры вывода в аксиоматических усилениях секвенциальных исчислений работы [1].

Следуя терминологии, обозначениям и установкам, принятым в работе [1], и фиксируя
L′ ⊆ L и W ⊆ Var, здесь, в отличие от работы [1], мы предполагаем, что, во-первых,
(ℑ, L)-тип — это выражение вида ν(µ), где ν ∈ ℑ и µ ∈ L (а не µ ∈ L \ L0)

1, во-вторых,
для всех φ ∈ Var

⋃
L0, ∂|ℑ|(φ) := 1 (а не ∂|ℑ|(φ) := 0) и, в-третьих, для всех φ ∈ ℑ(FmL′),

∂ℑ(φ) := min{∂|ℑ|(ψ) | ψ ∈ F,∃ν ∈ ℑ : φ = ν(ψ)}, где F := FmL′ (а не F := FmL).
Связки языка L представляются функторами, пропозициональные переменные — кон-

стантами, пропозициональные L-формулы, как следствие, — основными термами сигнату-
ры L

⋃
Var, последовательности — списками языка Пролог, а произвольная L-секвенция

Γ ⊢ ∆ — основным термом sq(Γ,∆), где sq — бинарный функтор.
Пусть дано множество A и n ∈ ω. Если I ⊆ n, a ∈ AI и i ∈ I, то ai обозначает i-ю

проекцию a. Пусть a ∈ An. Определим a ∈ An, полагая ai := an−1−i для всех i ∈ n.
Если � — частичное упорядочение на A, a называется неубывающей (строго возрастающей)
относительно �, если для всех i, j ∈ n, i < j ⇒ ai 6� aj (ai ≺ aj). Выражение b ⊆ (⊑) a, где
b ∈ Am и m ∈ ω, означает, что существует такая (строго возрастающая относительно 6)
j ∈ nm, что b = a ◦ j, где a ◦ j ∈ Am и (a ◦ j)i := aji для всех i ∈ m. Отношение ⊑

(⊆) — частичное (квази)упорядочение на A∗. Если |A| < ω, то ~A обозначает произвольную
s ∈ A|A|, такую что a ⊆ s для всех a ∈ A.

Множество всех переменных, входящих в Γ ∈ Fm∗
L, обозначим Var(Γ). Положим, для

всякого V ⊆ Var, FmL(V ) := {φ ∈ FmL | Var(φ) ⊆ V }, для всякой Γ ⊢ ∆ ∈ Seq
(0,0)
L ,

Var(Γ ⊢ ∆) := Var(Γ)
⋃

Var(∆) и, для всякого F ⊆ FmL, Seq
(k,l)
F := {Γ ⊢ ∆ ∈ Seq

(k,l)
L | Γ,∆ ∈

∈ F ∗}.

Пусть Γ ⊢ ∆, Θ ⊢ Ξ ∈ Seq
(0,0)
L . Выражение Γ ⊢ ∆ ⊆ (⊑) Θ ⊢ Ξ означает, что Γ ⊆ (⊑)

Θ и ∆ ⊆ (⊑) Ξ, а Γ ⊢ ∆ ≪ Θ ⊢ Ξ — то, что существует такая σ ∈ Var(Θ ⊢ Ξ)Var(Γ⊢∆), что

(Γ ⊢ ∆)[σ] ⊆ Θ ⊢ Ξ. Отношение ⊑ (⊆, ≪) — частичное (квази)упорядочение на Seq
(0,0)
L .

Пусть φ, ψ ∈ Fmn
L, где n ∈ ω. Выражение φ � ψ означает, что существует такая σ ∈

∈ FmL(Var(φ))Var(ψ), что φ = ψ[σ]. Отношение � — квазиупорядочение на Fmn
L.

Лемма 1. Пусть φ(p) ∈ FmL(p) \ FmL(∅), ψ ∈ Fm2
L и φ(ψ0) = φ(ψ1). Тогда, ψ0 = ψ1.

Доказательство. Индукцией по длине φ. Случай φ = p очевиден. Предположим, что
φ 6= p. Тогда, φ = µ(χ), где χ(p) ∈ FmL(p)n \ FmL(∅)n, µ ∈ L, а n — арность µ. Поэтому

1При этом доказательство теоремы 1 работы [1] остается в силе.
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существует такое j ∈ n, что χj(p) ∈ FmL(p) \ FmL(∅). Кроме того, µ(χ(ψ0)) = µ(χ(ψ1)).
Тем самым χj(ψ0) = χj(ψ1). Тогда, по индукционному предположению, ψ0 = ψ1.

Следствие 1. Отношение � — частичное упорядочение на FmL(p) \ FmL(∅).
Доказательство. Пусть φ(p) ∈ (FmL(p) \ FmL(∅))2 и φ1−i � φi для всех i ∈ 2. Тогда,

существует такая η(p) ∈ (FmL(p) \ FmL(∅))2, что φ1−i = φi(ηi) для всех i ∈ 2. Тем самым,
φ0(p) = φ0(η0(η1)). Тогда, по лемме 1, p = η0(η1). Поэтому η0 = p. Тем самым φ0 = φ1.

Пусть Ai ⊆ A, где i ∈ m ∈ ω. Положим Mi := 〈Ai,D
⋂
Ai〉, где i ∈ m, M := {Mi}i∈m

и Cn
(k,l)
M

(X) :=
⋂
i∈m

Cn
(k,l)
Mi

(X), где X ⊆ Seq
(k,l)
L . Пусть ℑ — определитель равенства, а T —

L′-секвенциальная ℑ-таблица ранга (k, l) для всех Mi, где i ∈ m (например, для M; см. сно-
ску 1). Положим In := {s ⊑ (~ℑ(pi+1))i∈m | n 6 |s|}

⋃
{ν ∈ ℑ | n = 1}, где n ∈ 2. Множество

всех минимальных относительно ≪ элементов множества, содержащего по одному мини-
мальному относительно ⊑ элементу каждого класса эквивалентности относительно ≪

⋂
≫

множества Ãx := {Γ ⊢ ∆ ∈ Cn
(0,0)
M

(∅) | Γ ∈ Ik[p/pm+1],∆ ∈ Il[p/pm+k+1]}, обозначим Âx.

Положим Ax := {〈Φ, ~Var(Φ)〉 | Φ ∈ Âx}.
Определение 1. C — секвенциальное L-исчисление ранга (k, l), состоящее из следую-

щих аксиом и правил:

1) (ax)Γ ⊢ ∆ ∈ Seq
(0,0)
ℑ(W ), если Φ ≪ Γ ⊢ ∆ для некоторой Φ ∈ Âx;

2) для каждого ℑ-сложного (ℑ, L′)-типа ν(µ), где n — арность µ, ψ ∈ FmL′(W )n, Λ,
Π ∈ ℑ(W )∗, Θ, Ξ ∈ ℑ(FmL′(W ))∗, |Π| + |Ξ| > l в (lr) и |Λ| > k в (rr):

(lr) {Λ,Σ,Θ ⊢ Π,Ω,Ξ | Σ ⊢ Ω ∈ λT (ν(µ))[pi+1/ψi]i∈n} → Λ, ν(µ(ψ)),Θ ⊢ Π,Ξ

(rr) {Λ,Σ ⊢ Π,Ω,Ξ | Σ ⊢ Ω ∈ ρT (ν(µ))[pi+1/ψi]i∈n} → Λ ⊢ Π, ν(µ(ψ)),Ξ

C-Вывод Γ ⊢ ∆ ∈ Seq
(k,l)
ℑ(FmL′(W )) — это основной терм сигнатуры L

⋃
Var

⋃
{sq}

⋃
ω

со списковыми и дополнительными символами g, ax, lr и rr арностей 3, 4, 4 и 3 вида
g(sq(Γ,∆), α(t), s), где α ∈ {ax, lr, rr} и s — список C-выводов посылок некоторого ℜ ∈ C

с заключением Γ ⊢ ∆ вида (α), причем, если α = ax, то t0 ∈ |Ax|, t1 ∈ Var(Γ ⊢ ∆)|
~Axt0,1|,

t2 ∈ |Γ|∗, t3 ∈ |∆|∗ и ~Axt0,0[
~Axt0,1,i/t1,i]i∈| ~Axt0,1|

= Γ◦t2 ⊢ ∆◦t3, а, если α = rr [lr], то t0 ∈ |ℑ|,

~ℑt0 = ν, t1 = µ(ψ), [t2 = |Λ|] и tj = |Π|, где j = 2 [3].
Как известно, если unif(φ) := {ψ ∈ Fm2

L | φ0(ψ0) = φ1(ψ1)} 6= ∅, где φ(p) ∈ (FmL(p)\
FmL(∅))2, то частично упорядоченное множество 〈unif(φ),�〉/(�

⋂
�) имеет наибольший

элемент mgu(φ)2.
Для всякой ϕ ∈ S(ℑ) := {ν0(φ0) ∈ ℑ(FmL′) | ν ∈ ℑ2, φ ∈ mgu(ν)

⋂
FmL(∅)2} ⊆

⊆ ωℑ(FmL′(∅)) (см. сноску 2), положим j(ϕ) := min{i ∈ |ℑ| | ∃φ ∈ FmL′ : ϕ = ~ℑi(φ), ∂ℑ(ϕ) =
= ∂|ℑ|(φ)} ∈ |ℑ|. Тогда, существует такая единственная (в силу леммы 1) φϕ ∈ FmL′(∅),

что ϕ = ~ℑj(ϕ)(φϕ) и ∂ℑ(ϕ) = ∂|ℑ|(φϕ). Положим Sf := {〈ϕ, j(ϕ), φϕ〉 | ϕ ∈ S(ℑ)}.

Определение 2. Пролог-программа U состоит из следующих предложений3 :

seq([], W, [], Z, V, g(sq(L, R), ax(K, P, N, M), [])) : −reverse(W, L), reverse(Z, R), (1)

axioms(J), nth0(K, J, [sq(A, B), P]), subs(P, V), sub_num(A, L, N), sub_num(B, R, M), !.

2При этом, |unif(φ)| = 1, если mgu(φ)
⋂

FmL(∅)2 6= ∅.
3Определения встроенных в систему SWI-Prolog (см. http://swi.psy.uva.nl/projects/SWI-Prolog/) преди-

катов succ/2, reverse/2, member/2, nth0/3, union/3 и append/3 опущены.
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seq([F|X], W, Y, Z, V, G) : −pref_suf(F, K, P), !, left(K, P, F, X, W, Y, Z, V, G). (2)

seq([], W, [F|Y], Z, V, G) : −pref_suf(F, K, P), !, right(K, P, F, W, Y, Z, V, G). (3)

pref_suf(F, K, P) : −sing_form(S), member([F, K, P], S). (4)

pref_suf(F, K, P) : −eq_det(I, P), nth0(K, I, F). (5)

left(K, P, F, X, W, Y, Z, V, g(sq(L, R), lr(K, P, N, M), H)) : −l_tab(K, P, Q), !, (6)

premises(X, W, Y, Z, V, Q, H), app_rev_len([F|X], W, L, N), app_rev_len(Y, Z, R, M).

left(K, P, F, X, W, Y, Z, V, G) : −union([P], V, U), seq(X, [F|W], Y, Z, U, G).

right(K, P, F, W, Y, Z, V, g(sq(L, R), rr(K, P, M), H)) : −r_tab(K, P, Q), !,

premises([], W, Y, Z, V, Q, H), reverse(W, L), app_rev_len([F|Y], Z, R, M).

right(K, P, F, W, Y, Z, V, G) : −union([P], V, U), seq([], W, Y, [F|Z], U, G).

premises(X, W, Y, Z, V, [], []).

premises(X, W, Y, Z, V, [sq(A, B)|Q], [G|H]) : −append(A, X, S), append(B, Y, T),

seq(S, W, T, Z, V, G), premises(X, W, Y, Z, V, Q, H).

app_rev_len(X, [], X, 0).

app_rev_len(X, [Y|Z], W, M) : −app_rev_len([Y|X], Z, W, N), succ(N, M).

sub_num([], X, []).

sub_num([X|Y], Z, [N|M]) : −nth0(N, Z, X), !, sub_num(Y, Z, M).

subs([], X).

subs([X|Y], Z) : −member(X, Z), subs(Y, Z).

Определение 3. Пусть |L′| < ω. База данных BD состоит из следующих фактов:

eq_det(~ℑ[p/P], P), (7)

axioms( ~Ax[pi+1/Pi]i∈m+k+l), (8)

sing_form(~Sf), (9)

l_tab(j, µ(〈Pi〉i∈n), ~λT (ν(µ))[pi+1/Pi]i∈n). (10)

r_tab(j, µ(〈Pi〉i∈n), ~ρT (ν(µ))[pi+1/Pi]i∈n)

для каждого ℑ-сложного (ℑ, L′)-типа ν(µ), где n — арность µ, j ∈ |ℑ| и ~ℑj = ν. Положим
P := U

⋃
BD.

Лемма 2. Пусть φ(p) ∈ FmL(p)\FmL(∅) и ψ ∈ FmL. Тогда, ∂|ℑ|(φ(ψ)) > ∂|ℑ|(ψ). Кроме
того, ∂|ℑ|(φ(ψ)) 6= ∂|ℑ|(ψ) и, в частности, φ(ψ) 6= ψ, если φ 6= p.

Доказательство. Индукцией по длине φ. Случай φ = p очевиден. Допустим, что φ 6= p.
Тогда существуют такие n-арная µ ∈ L, где n ∈ ω, и χ(p) ∈ FmL(p)n\FmL(∅)n, что φ = µ(χ).
Поэтому существует такое j ∈ n, что χj ∈ FmL(p) \ FmL(∅). Тогда, по индукционному
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предложению, ∂|ℑ|(φ(ψ)) = 1 + |ℑ| ·
∑
i∈n

∂|ℑ|(χi(ψ)) > |ℑ| ·
∑
i∈n

∂|ℑ|(χi(ψ)) >
∑
i∈n

∂|ℑ|(χi(ψ)) >

> ∂|ℑ|(χj(ψ)) > ∂|ℑ|(ψ), поскольку |ℑ| > 1.

Лемма 3. Пусть φ(p) ∈ (FmL(p)\FmL(∅))2 и 〈ψ,ψ〉 ∈ unif(φ)\FmL(∅)2. Тогда φ0 = φ1.
Доказательство. Индукцией по сумме длин φ0 и φ1. По лемме 2, φ0 = p ⇐⇒ φ1 = p.

Случай φ0 = p = φ1 очевиден. Предположим, что φ0 6= p 6= φ1. Тогда существуют такие
µ ∈ L2, n ∈ ω2 и χ(p) ∈

∏
i∈2

(FmL(p)ni\FmL(∅)ni), что ni-арность µi и φi = µi(χi) для каждого

i ∈ 2. Тем самым µ0(χ0(ψ)) = µ1(χ1(ψ)). Поэтому µ0 = µ1, n0 = n1 и χ0(ψ) = χ1(ψ). Для
каждого i ∈ 2, положим Ii := {j ∈ n0 | χi,j 6∈ FmL(∅)}. От противного докажем, что I0 = I1.
Предположим, что I0 6= I1. Тогда I1−i 6⊆ Ii для некоторого i ∈ 2. Возьмем произвольное
j ∈ I1−i\Ii. Тогда χ1−i,j(ψ) = χi,j и, тем самым, ψ ∈ FmL(∅). Это противоречие показывает,
что I0 = I1. Тогда χ0,j = χ1,j для всех j ∈ n0 \ I0. Кроме того, χ0,j(ψ) = χ1,j(ψ) для всех
j ∈ I0. Тем самым, по индукционному предположению, χ0,j = χ1,j для всех j ∈ I0. Таким
образом, χ0 = χ1 и, тем самым, φ0 = φ1.

Лемма 4. Пусть φ(p) ∈ (FmL(p) \ FmL(∅))2 и unif(φ) \ FmL(∅)2 6= ∅. Тогда, φ1−i � φi
для некоторого i ∈ 2.

Доказательство. Индукцией по сумме длин φ0 и φ1. Случай, когда φi = p для не-
которого i ∈ 2, очевиден. Допустим, что φi 6= p для каждого i ∈ 2. Возьмем произволь-
ную ψ ∈ unif(φ) \ FmL(∅)2. Тогда, ψ ∈ (FmL \ FmL(∅))2. Кроме того, существуют такие
µ ∈ L2, n ∈ ω2 и χ(p) ∈

∏
i∈2

(FmL(p)ni \ FmL(∅)ni), что ni — арность µi и φi = µi(χi)

для каждого i ∈ 2. Тем самым µ0(χ0(ψ0)) = µ1(χ1(ψ1)). Поэтому µ0 = µ1, n0 = n1

и χ0(ψ0) = χ1(ψ1). Для каждого i ∈ 2 положим Ii := {j ∈ n0 | χi,j 6∈ FmL(∅)} 6= ∅.
От противного докажем, что I0 = I1. Предположим, что I0 6= I1. Тогда I1−i 6⊆ Ii для
некоторого i ∈ 2. Возьмем произвольное j ∈ I1−i \ Ii. Тогда χ1−i,j(ψ1−i) = χi,j и, тем са-
мым, ψ1−i ∈ FmL(∅). Это противоречие показывает, что I0 = I1. Тогда χ0,j = χ1,j для
всех j ∈ n0 \ I0. Кроме того, χ0,j(ψ0) = χ1,j(ψ1) для всех j ∈ I0. Тем самым, по инду-
кционному предположению, для каждого j ∈ I0 существует такое i ∈ 2, что χ1−i,j � χi,j.
Докажем от противного, что существует такое i ∈ 2, что χ1−i,j � χi,j для каждого j ∈ I0.
Предположим, что существует такая j ∈ I2

0 , что χ1−i,ji 6� χi,ji для каждого i ∈ 2. Тогда
χi,ji � χ1−i,j для каждого i ∈ 2. Поэтому существует такая η(p) ∈ (FmL(p) \ FmL(∅))2,
что χi,ji = χ1−i,ji(ηi) для каждого i ∈ 2. Тогда χ1−i,ji(ψ1−i) = χi,ji(ψi) = χ1−i,ji(ηi(ψi))
для каждого i ∈ 2. По лемме 1, это дает ψ1−i = ηi(ψi) для каждого i ∈ 2. Таким обра-
зом, ψ0 = η1(η0(ψ0)). По лемме 2, поскольку η1(η0) ∈ FmL(p) \ FmL(∅), указанное ра-
венство дает η1(η0) = p. Тем самым η1 = p. Поэтому χ1,j1 = χ0,j1 . Это противоречит
предположению χ0,j1 6� χ1,j1 . Таким образом, существует такое i ∈ 2, что χ1−i,j � χi,j
для каждого j ∈ I0. Поэтому существует такая ξ(p) ∈ (FmL(p) \ FmL(∅))I0 , что χ1−i,j =
= χi,j(ξj) для каждого j ∈ I0. Тогда χi,j(ψi) = χ1−i,j(ψ1−i) = χi,j(ξj(ψ1−i)) для всех
j ∈ I0. Тем самым, по лемме 1, ψi = ξj(ψ1−i) для всех j ∈ I0. Далее, поскольку I0 6=
6= ∅, существует j′ ∈ I0. Тогда для всех j ∈ I0, ξj(ψ1−i) = ψi = ξj′(ψ1−i). По лем-
ме 3, это дает ξj = ξj′ для всех j ∈ I0. Таким образом, φ1−i = φi(ξj′) и, тем самым,
φ1−i � φi.

Теорема 1. Предположим, что ~ℑ — последовательность, неубывающая относитель-
но �4. Пусть Γ ⊢ ∆ ∈ Seq

(k,l)
ℑ(FmL′ (W )). При |L′| < ω, запрос seq(Γ, [],∆, [], [], G) получает

4Учитывая следствие 1 и тот факт, что ℑ ⊆ FmL(p) \ FmL(∅), такая ~ℑ всегда существует.
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в программе P положительный ответ с решением G = C-вывод Γ ⊢ ∆, если Γ ⊢ ∆ ∈

∈ Cn
(k,l)
M

(∅), и отрицательный ответ — в противном случае. В частности, Γ ⊢ ∆ имеет

C-вывод тогда и только тогда, когда Γ ⊢ ∆ ∈ Cn
(k,l)
M

(∅).

Доказательство. Запрос вида seq(Γ,Θ,∆,Ξ, ~V, G), где Γ, ∆ ∈ ℑ(FmL′(W ))∗, Θ, Ξ ∈
∈ ℑ(W )∗, |Γ| + |Θ| > k, |∆| + |Ξ| > l, а V = Var(Θ ⊢ Ξ), назовем каноническим, причем Θ,
Γ ⊢ Ξ, ∆ будем называть его характеристической секвенцией, а ∂(Γ ⊢ ∆) — его степенью,
индукцией по которой докажем, что он получает в P положительный ответ с решением

G = C-вывод его характеристической секвенции, если она принадлежит Cn
(k,l)
M

(∅), и отри-
цательный ответ — в противном случае.

Предположим, что ∂(Γ ⊢ ∆) = 0. Тогда Γ = ∆ = []. Поэтому к рассматриваемому
каноническому запросу применяется только правило (1). Учитывая факт (8), данный кано-
нический запрос получает в P положительный ответ с решением G = C-вывод его характе-
ристической секвенции, если она принадлежит пункту 1 определения 1, и отрицательный
ответ — в противном случае. Очевидно, что секвенции пункта 1 определения 1 принадле-

жат Cn
(k,l)
M

(∅). Предположим, что Θ ⊢ Ξ ∈ Cn
(k,l)
M

(∅). В силу аргументации предпоследнего

абзаца с. 72 работы [1] для каждого i ∈ m существует такая Λi ⊢ Πi ∈ Cn
(0,0)
Mi

(∅), что

Λi ⊢ Πi ⊑ ~ℑ(pi+1) ⊢ ~ℑ(pi+1) и Λi ⊢ Πi ≪ Θ ⊢ Ξ. Если k (l) = 1 и (Λi)i∈m = [] ((Πi)i∈m = []),
то Θ (Ξ) = (ν(v),Υ) для некоторых ν ∈ ℑ и v ∈ V , и в этом случае полагаем Λ := ν(pm+1)

(Π := ν(pm+k+1)), а в противном — Λ := (Λi)i∈m (Π := (Πi)i∈m). Тогда Θ ⊢ Ξ ≫ Λ ⊢ Π ∈ Ãx.

Поэтому Φ ≪ Λ ⊢ Π для некоторой Φ ∈ Âx. Таким образом, Θ ⊢ Ξ принадлежит пункту 1
определения 1, что завершает рассмотрение канонических запросов степени 0.

Теперь предположим, что ∂(Γ ⊢ ∆) > 0. Тогда |Γ| + |∆| > 0. Допустим, что |Γ| > 0,
т. е. Γ = (ϕ,Υ) для некоторой ϕ ∈ ℑ(FmL′(W )). (Случай, когда |Γ| = 0 и, тем самым,
|∆| > 0, рассматривается аналогично.) Тогда к рассматриваемому каноническому запросу
применяется только правило (2), что приводит к производному запросу pref_suf(ϕ, K, P).
Сначала к данному запросу применяется правило (3), что приводит (учитывая факт (9))
к производному запросу member([ϕ, K, P], ~Sf).

Пусть ϕ ∈ S(ℑ). Тогда запрос member([ϕ, K, P], ~Sf) (и, тем самым, pref_suf(ϕ, K, P)) по-
лучает в P положительный ответ с решением K =j(ϕ) и P =φϕ.

Предположим, что ϕ 6∈ S(ℑ). Тогда запрос member([ϕ, K, P], ~Sf) получает в P отрица-
тельный ответ. Поэтому к запросу pref_suf(ϕ, K, P) применяется правило (4). Учитывая
факт (7) и то, что ℑ|ϕ := {η(p) ∈ ℑ | ∃ξ ∈ FmL : ϕ = η(ξ)} 6= ∅ (поскольку p ∈ ℑ|ϕ), дан-
ный запрос получает в P положительный ответ с решением K =j и P =φ, где j = min{i ∈
∈ |ℑ| | ~ℑi ∈ ℑ|ϕ} ∈ |ℑ|, φ ∈ FmL(W ), ϕ = ν(φ), а ν := ~ℑj. Покажем, что φ ∈ FmL′

и ∂ℑ(ϕ) = ∂|ℑ|(φ). Докажем от противного, что ℑ|ϕ является цепью относительно �. Пред-

положим, что существует такая η(p) ∈ (ℑ|ϕ)2, что η1−i 6� ηi для всех i ∈ 2. Тогда, суще-
ствует такая ξ ∈ Fm2

L, что η0(ξ0) = ϕ = η1(ξ1). Тем самым ξ ∈ unif(η) 6= ∅. По лемме 4,
∅ 6= mgu(η) ⊆ unif(η) ⊆ FmL(∅)2. В силу сноски 4 ξ ∈ mgu(η)

⋂
FmL(∅)2. Таким образом,

ϕ ∈ S(ℑ). Это противоречие доказывает, что ℑ|ϕ является цепью относительно �. Рассмо-
трим такие ξ ∈ FmL′ и η(p) ∈ ℑ, что ϕ = η(ξ). Тогда η ∈ ℑ|ϕ. Возьмем такое i ∈ |ℑ|, что
~ℑi = η. Тогда j 6 i. Поскольку ~ℑ — последовательность, неубывающая относительно �,
а ℑ|ϕ — цепь относительно �, ν � η, т. е., ν = η(τ), где τ(p) ∈ FmL(p) \FmL(∅). Тем самым
η(ξ) = ϕ = ν(φ) = η(τ(φ)). По лемме 1, это дает ξ = τ(φ). Поэтому φ ∈ FmL′ . Кроме того,
по лемме 2, ∂|ℑ|(φ) 6 ∂|ℑ|(τ(φ)) = ∂|ℑ|(ξ). Таким образом, ∂ℑ(ϕ) = ∂|ℑ|(φ).
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Итак, в обоих случаях запрос pref_suf(ϕ, K, P) получает в P положительный ответ
с решением K =j и P =φ, где j ∈ |ℑ|, φ ∈ FmL′(W ), ϕ = ν(φ), ν := ~ℑj и ∂ℑ(ϕ) =
= ∂|ℑ|(φ). Учитывая предикат отсечения в (2), рассматриваемый канонический запрос
получает в P отрицательный (положительный) ответ (с решением G = t, где t — прои-
звольный терм), если производный запрос left(j, φ, ϕ,Υ,Θ,∆,Ξ, ~V , G) получает в P отри-
цательный (положительный) ответ (с тем же решением G = t). Сначала к данному
производному запросу применяется правило (5), что приводит к производному запросу
l_tab(j, φ, Q).

Предположим, что φ 6∈ Var. Тогда, поскольку φ ∈ FmL′(W ), φ = µ(ψ), где
µ ∈ L′, ψ ∈ FmL′(W )n, а n — арность µ. Используя равенство ∂ℑ(ϕ) = ∂|ℑ|(φ)
и аргументацию первых семи предложений с. 73 работы [1] (которая остается в силе
для произвольного n ∈ ω и при переопределенных здесь функциях ∂|ℑ| и ∂ℑ), мы ви-
дим, что (ℑ, L′)-тип ν(µ) является ℑ-сложным. Тогда, учитывая факты вида (10), за-
прос l_tab(j, φ, Q) получает в P положительный ответ с решением Q =~λT (ν(µ))[pi+1/ψi]i∈n.
Учитывая предикат отсечения в (5), рассматриваемый канонический запрос получает
в P отрицательный (положительный) ответ (с решением G = C-вывод его характери-
стической секвенции), если один (каждый) из производных канонических запросов вида
seq((Σ,Υ),Θ, (Ω,∆),Ξ, ~V , G), где Σ ⊢ Ω ∈ λT (ν(µ))[pi+1/ψi]i∈n, получает в P отрицатель-
ный (положительный) ответ (с решением G = C-вывод его характеристической секвен-
ции). В силу равенства (1) работы [1], характеристическая секвенция рассматриваемого
канонического запроса принадлежит Cn

(k,l)
M

(∅) тогда и только тогда, когда характери-
стические секвенции всех указанных производных канонических запросов принадлежат
Cn

(k,l)
M

(∅). Наконец, используя равенство ∂ℑ(ϕ) = ∂|ℑ|(φ) и аргументацию восьмого и де-
сятого предложений с. 73 работы [1] (которая остается в силе для произвольного n ∈ ω
и при переопределенных здесь функциях ∂|ℑ|, ∂

ℑ и ∂), мы видим, что степень рассма-
триваемого канонического запроса больше степени каждого из указанных производных.
Тем самым индукция по степени канонических запросов завершает анализ случая φ 6∈
∈ Var.

Теперь допустим, что φ ∈ Var. Тогда, поскольку φ ∈ FmL′(W ), φ ∈ W и, поэтому,
ϕ ∈ ℑ(W ). Кроме того, учитывая все факты вида (10), запрос l_tab(j, φ, Q) получает в P
отрицательный ответ. Тем самым к запросу left(j, φ, ϕ,Υ,Θ,∆,Ξ, ~V , G) применяется пра-
вило (6). При этом рассматриваемый канонический запрос получает в P отрицательный
(положительный) ответ (с решением G = t, где t — произвольный терм), если произво-
дный канонический запрос seq(Υ, (ϕ,Θ),∆,Ξ, ~U, G), где U = {φ}

⋃
V , степени ∂(Υ ⊢ ∆) <

< ∂(Γ ⊢ ∆), поскольку ∂ℑ(ϕ) = ∂|ℑ|(φ) = 1, получает в P отрицательный (положительный)
ответ (с тем же решением G = t). Кроме того, характеристическая секвенция рассматрива-
емого канонического запроса совпадает с характеристической секвенцией указанного прои-
зводного. Тем самым индукция по степени канонических запросов завершает рассмотрение
канонических запросов степени больше 0.

Таким образом, равенства (1) и (2) работы [1] и конечность множества всех связок,
входящих в произвольную L-секвенцию, завершают доказательство.

Замечание 1. Следуя примеру 2 работы [1] при ¬ ∈ L′ и p ∈ W и полагая ~ℑ := (p,¬p),
m := 1 и A0 := A, мы видим, что запрос seq([p], [], [¬¬p], [], [], G) получает отрицательный
ответ в P, в то время как p ⊢ ¬¬p ∈ Cn

(k,l)
M

(∅) при ¬¬a = a для всех a ∈ A. Таким образом,
предположение о том, что ~ℑ должна быть последовательностью, неубывающей относитель-
но �, является существенным для истинности теоремы 1.
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Замечание 2. Пусть m := 1, A0 := A, ⊃ ∈ L′ и ⊥ ∈ L′
0, где ⊃, A и D заданы приме-

ром 3 работы [1] при n > 4, а ⊥ := 0. Определяя производную унарную связку ¬, положив
¬p := p ⊃ ⊥, мы имеем ¬a = 1 − a для всех a ∈ A. Тогда, в соответствии с примером 3
работы [1], существует такой определитель равенства ℑ для M, что ¬p, 2⊗p ∈ ℑ. Отметим,
что 2 ⊗ p 6� ¬p. Поэтому �′ := �

⋃
{〈ν, ν ′〉 ∈ ℑ2 | ν � ¬p, 2 ⊗ p � ν ′} — частичное упорядо-

чение на ℑ. Тогда существует последовательность ~ℑ, неубывающая относительно �′ и, тем
самым, относительно � ⊆ �′. При этом ¬p ≺′ 2 ⊗ p и, поэтому, ¬p = ~ℑi и 2 ⊗ p = ~ℑj, где i,

j ∈ |ℑ| и i < j. Поскольку ⊢ 2 ⊗ p1 ∈ Cn
(0,l)
M ( ⊢ ¬(p1 ⊃ p2)), учитывая сноску 1, существует

такая L′-секвенциальная ℑ-таблица T ранга (k, l) для M, что ⊢ 2 ⊗ p1 ∈ ρT (¬(⊃)). Тогда
выполнение запроса seq([], [], [2 ⊗ ⊥], [], [], G) в Пролог-программе P ′, полученной из P уда-
лением правила (3) или факта (9), приводит к тому же самому производному запросу, что
влечет незавершаемость Пролог-программы P ′ на данном запросе.

Таким образом, наличие правила (3) и факта (9) в Пролог-программе P является су-
щественным для истинности теоремы 1.
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Лiнiйний варiацiйний принцип в опуклiй максимiзацiї

(Представлено членом-кореспондентом НАН України С. I. Ляшком)

We prove that, for any convex, Lipschitz, and lsc function f defined on a weakly compact convex

set X in a Banach space E and for any ε > 0, there is x∗ ∈ E∗ with ‖x∗‖E∗ < ε such that

f + x∗ attains its supremum on X.

Вiдомо, що у рефлексивному банаховому просторi опуклий напiвнеперервний знизу функ-
цiонал1 досягає мiнiмуму на довiльнiй опуклiй замкненiй та обмеженiй множинi [1]. Але для
задачi максимiзацiї напiвнеперервного знизу опуклого функцiоналу немає такої елегантної
теореми iснування. Вже у нескiнченновимiрному гiльбертовому просторi iснують опуклi
замкненi та обмеженi множини, якi не мiстять елемента з максимальною нормою. А зав-
дяки теоремi Джозефсона–Нiссенцвейга [2] у довiльному нескiнченновимiрному лiнiйному
нормованому просторi можна побудувати неперервний опуклий функцiонал, не обмежений
зверху на замкненiй одиничнiй кулi2.

1Усi функцiонали вважаємо власними.
2Це спостереження було зроблено у бакалаврськiй роботi студентом Куриленком Юрiєм (факультет

кiбернетики Київського нацiонального унiверситету iм. Тараса Шевченка).
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