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Схема Дубiнського для класу еволюцiйних рiвнянь

з вiдображеннями псевдомонотонного типу

в нерефлексивних банахових просторах

(Представлено членом-кореспондентом НАН України В. С. Мельником )

We study differential-operator equations with nonlinear mappings of the pseudomonotone type

in nonreflexive Banach spaces. The main theorem on the existence of a periodic solution is

proved. Important a priori estimates are obtained.

При дослiдженнi диференцiально-операторних рiвнянь та включень з вiдображеннями псев-
домонотонного типу в функцiональних рефлексивних банахових просторах часто викорис-
товують такi пiдходи: метод Фаедо–Гальоркiна, метод скiнченних рiзниць, метод нелiнiйних
напiвгруп операторiв, метод сингулярних збурень тощо. Метод нелiнiйних напiвгруп опе-
раторiв у банахових просторах розроблений О.О. Толстоноговим та Ю. I. Уманським [1, 2].
О.М. Вакуленко, В.С. Мельник, П.О. Касьянов та В.В. Ясiнський розвинули метод сингу-
лярних збурень в [3–5], метод Фаедо–Гальоркiна та метод скiнченних рiзниць розроблений
П.О. Касьяновим, В.С. Мельником та Л. Тоскано в [5–8].

У данiй роботi розглядаються еволюцiйнi рiвняння з нелiнiйними операторами wλ0
-псев-

домонотонного типу. За схемою Ю.А. Дубiнського [9] доводиться розв’язнiсть перiодичних
задач у класi нерефлексивних банахових просторiв.
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1. Постановка задачi. Нехай (V1, ‖·‖V1
) та (V2, ‖·‖V2

) — дiйснi рефлексивнi сепарабельнi
банаховi простори, неперервно вкладенi в дiйсний гiльбертiв простiр (H, (·, ·)). Припустимо,
що iснує злiченна множина Φ ⊂ V1

⋂

V2, щiльна в V1, V2 та в H. Пiсля ототожнення H ≡ H∗

одержимо ланцюжки неперервних та щiльних вкладень:

V1 ⊂ H ⊂ V ∗

1 , V2 ⊂ H ⊂ V ∗

2 ,

де (V ∗

i , ‖ · ‖Vi
) — топологiчно спряжений простiр до Vi вiдносно форми

〈·, ·〉Vi
: V ∗

i × Vi → R

(i = 1, 2), яка збiгається на Φ× Φ зi скалярним добутком (·, ·) в H. Введемо функцiональнi
банаховi простори

X∗

i = Lri
(S;H)

⋂

Lpi
(S;Vi), Xi = Lr′

i
(S;H) + Lqi

(S;V ∗

i ),

де S — скiнченний iнтервал часу, 1 < pi 6 ri 6 +∞, ri
−1 +r′i

−1
= pi

−1 +qi
−1 = 1 та pi < +∞

(i = 1, 2). Простiр X∗

i (i = 1, 2) спряжений до Xi. Якщо ri < +∞, то Xi рефлексивний
(i = 1, 2). Покладемо X∗ = X∗

1

⋂

X∗

2 ,

X = X1 + X2 = Lq1
(S;V ∗

1 ) + Lq2
(S;V ∗

2 ) + Lr′
1
(S;H) + Lr′

2
(S;H).

Форма двоїстостi на X × X∗ задається так:

〈f, y〉 =

∫

S

(f11(τ), y(τ))H dτ +

∫

S

(f12(τ), y(τ))H dτ +

∫

S

〈f21(τ), y(τ)〉V1
dτ +

+

∫

S

〈f22(τ), y(τ)〉V2
dτ =

∫

S

(f(τ), y(τ)) dτ,

де f = f11 + f12 + f21 + f22, f1i ∈ Lr′i
(S;H), f2i ∈ Lqi

(S;V ∗

i ) (i = 1, 2).
Нехай A : X∗ → X — деяке вiдображення. Розглянемо задачу

y′ + A(y) = f, y(0) = y(T ), (1)

де f ∈ X — фiксований елемент, похiдна y′ елемента y ∈ X∗ розумiється в сенсi просто-
ру скалярних розподiлiв D∗(S;V ∗) = L(D(S);V ∗

w) з V = V1
⋂

V2 та V ∗

w , що дорiвнює V ∗

з топологiєю σ(V ∗, V ) [5].
Розв’язки будемо шукати в просторi W ∗ = {y ∈ X∗ | y′ ∈ X} з нормою графiка ‖y‖W =

= ‖y‖X∗ + ‖y′‖X , де

‖f‖X= inf
f=f11+f12+f21+f22:

f1i∈Lr′
i
(S;H),f2i∈Lqi

(S;V ∗

i ),i=1,2

max
{

‖f11‖Lr′
1

(S;H);‖f12‖Lr′
2

(S;H);‖f21‖Lq1
(S;V ∗

1
);‖f22‖Lq2

(S;V ∗

2
)

}

.

2. Допомiжнi твердження. Далi, yn ⇀ y в банаховому просторi Y означатиме слабку
збiжнiсть yn до y в Y . Якщо Y нерефлексивний, то yn ⇀ y в Y ∗ означатиме *-слабку
збiжнiсть yn до y в Y ∗.
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Поряд iз W ∗ розглянемо лiнiйнi простори

W ∗

i = {y ∈ Lpi
(S;Vi) | y′ ∈ X}, i = 1, 2,

що є банаховими вiдносно норми

‖y‖W ∗

i
= ‖y‖Lpi

(S;Vi) + ‖y′‖X ∀y ∈ W ∗

i .

Також розглянемо простiр W ∗

0 = W ∗

1

⋂

W ∗

2 вiдносно норми

‖y‖W ∗

0
= ‖y‖Lp1

(S;V1) + ‖y‖Lp2
(S;V2) + ‖y′‖X ∀y ∈ W ∗

0 .

Зауважимо, що простiр W ∗ неперервно вкладається в W ∗

i для i = 0, 2.
Теорема 1. W ∗

0 ⊂ C(S;H). У випадку компактного iнтервалу S дане вкладення є непе-
рервним. Бiльше того, для всiх y, ξ ∈ W ∗

0 та довiльних s, t ∈ S справедлива така формула
iнтегрування частинами:

(y(t), ξ(t)) − (y(s), ξ(s)) =

t
∫

s

{(y′(τ), ξ(τ)) + (y(τ), ξ′(τ))} dτ.

Зокрема, при y = ξ маємо

1

2
(‖y(t)‖2

H − ‖y(s)‖2
H) =

t
∫

s

(y′(τ), y(τ)) dτ.

Теорема 2. Нехай одне з вкладень є компактним:

V1 ⊂ H, V2 ⊂ H.

Тодi W ∗

0 ⊂ Lp(S;H) компактно для довiльного p ∈ [1,+∞).
Наслiдок 1. Нехай V1 ⊂ V2 компактно. Тодi W ∗

0 ⊂ Lp1
(S;V2) компактне.

3. Класи вiдображень. Нехай (Y, ‖ · ‖Y ) — банахiв простiр, W ∗ — нормований простiр
з нормою ‖ · ‖W ∗ , причому W ∗ ⊂ Y ∗ неперервно. Тут (Y ∗, ‖ · ‖Y ∗) — топологiчно спряжений
простiр до Y вiдносно форми

〈·, ·〉Y : Y × Y ∗ → R.

Означення 1. Вiдображення A : Y ∗ → Y називається:
ослаблено коерцитивним, якщо для довiльного f ∈ Y iснує R > 0 таке, що

〈A(y) − f, y〉Y > 0 при ‖y‖Y ∗ = R;

локально обмеженим, якщо для фiксованого y ∈ Y ∗ iснують m > 0 та M > 0: ‖A(ξ)‖Y 6

6 M , якщо ξ ∈ Y ∗: ‖y − ξ‖Y ∗ 6 m;
скiнченновимiрно локально обмеженим, якщо для довiльного скiнченновимiрного про-

стору F ⊂ Y ∗, A
∣

∣

F
локально обмежений на (F, ‖ · ‖Y ∗).

Нехай C(r1; · ) : R+ → R — неперервна функцiя для кожного r1 > 0 та τ−1C(r1; τr2) → 0
при τ → 0+ ∀r1, r2 > 0, ‖· ‖′W ∗ — компактна напiвнорма на Y ∗, яка є неперервною вiдносно
‖ · ‖Y ∗ на Y ∗.
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Означення 2. Вiдображення A : Y ∗ → Y називається:
радiально неперервним, якщо для фiксованих y, ξ ∈ Y ∗

lim
t→0+

〈A(y + tξ), ξ〉Y = 〈A(y), ξ〉Y ;

монотонним, якщо для довiльних y1, y2 ∈ Y ∗

〈A(y1) − A(y2), y1 − y2〉Y > 0;

оператором з напiвобмеженою варiацiєю на W ∗ (з (Y ∗,W ∗)-напiвобмеженою варiацiєю),
якщо ∀R > 0 та ∀y1, y2 ∈ Y ∗ з ‖y1‖Y ∗ 6 R, ‖y2‖Y ∗ 6 R, виконується нерiвнiсть

〈A(y1) − A(y2), y1 − y2〉Y > −C(R; ‖y1 − y2‖
′

W ∗).

Означене вище вiдображення задовольняє:
властивiсть (Π), якщо для довiльної непорожньої множини B ⊂ Y ∗ та деякого k > 0:

〈A(y), y〉Y 6 k ∀y ∈ B,

випливає слабка компактнiсть в Y множини

A(B) = {A(y) | y ∈ B}

у тому сенсi, що iз кожної послiдовностi {yn}n>1 ⊂ B можна видiлити пiдпослiдовнiсть
{ynk

}k>1 ⊂ {yn}n>1, що для деякого d ∈ Y

A(ynk
) ⇀ d в Y при k → +∞.

Зауваження 1. Якщо Y — рефлексивний банахiв простiр, то означення властивостi (Π)
перетворюється в класичне [5].

4. Основний результат. Надалi припускаємо, що або r1 > 2 або r2 > 2.
Теорема 3. Нехай A : X∗ → X — ослаблено коерцитивне радiально неперервне скiн-

ченновимiрно локально обмежене вiдображення з напiвобмеженою варiацiєю на W ∗

0 , яке
задовольняє властивiсть (Π). Тодi для довiльного f ∈ X iснує принаймнi один розв’язок
y ∈ W ∗ задачi (1).

Зауваження 2. Внаслiдок теореми 1 задача на краях в (1) поставлена коректно.
Зауваження 3. У випадку r1, r2 < +∞ iз напiвобмеженостi варiацiї A на W ∗

0 випливає
локальна обмеженiсть та властивiсть (Π) [5].

Зауваження 4. Нехай Y = Lp1
(S;V1) + Lp2

(S;V2). Твердження теореми 3 залишається
вiрним при таких умовах на A : X∗ → X:

a) коерцитивнiсть на Y :

〈Ay, y〉

‖y‖Y

→ +∞ при ‖y‖Y → +∞;

b) умова (Π) на Y : якщо для непорожньої обмеженої множини B ⊂ Y та деякого k > 0
виконується

〈A(y), y〉 6 k ∀y ∈ B,
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то множина

A(B) = {A(y) | y ∈ B}

слабко компактна в X;
c) A : X∗ → X — радiально неперервне скiнченновимiрно локально обмежене вiдобра-

ження з напiвобмеженою варiацiєю на W ∗

0 .
Наслiдок 2. Нехай V1 ⊂ V2 компактно, A : X∗ → X — ослаблено коерцитивне ра-

дiально неперервне скiнченновимiрно локально обмежене вiдображення, яке задовольняє
властивiсть (Π). Бiльше того, нехай A = A0 + A1 : X∗ → X, де A0 : X∗ → X — монотон-
не, а A1 : X∗ → X задовольняє умови:

A1 : Lp1
(S;V2) → Lq1

(S;V ∗

2 ) — локально полiномiальний, тобто для довiльного R > 0
iснує натуральне n = n(R) i полiном

PR(t) =
∑

0<α6n

λα(R)tα

з неперервними λα(R) > 0:

‖A1(y1) − A1(y2)‖Lq1
(S;V ∗

2
) 6 PR(‖y1 − y2‖Lp1

(S;V2)), якщо ‖yi‖Lp1
(S;V2) 6 R.

Тодi для довiльного f ∈ X iснує принаймнi один розв’язок y ∈ W ∗ задачi (1).
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