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The article considers a covering problem of a multiconnected compact polygonal region by a
finite family of rectangles. The Г-function technique is used for an analytical description of the
relationship between the region and the family of rectangles. A covering criterion is formalized.
A mathematical model of the problem is discussed. A solution strategy is developed. The solution
strategy is provided with an example.

Рассматривается задача покрытия [1] в следующей постановке. Пусть задана компактная
многоугольная область Ω(v) ⊂ R2 и семейство Λ = {Pi, i = 1, 2, . . . , n} прямоугольников
Pi = {(x, y) ∈ R2, −ai 6 x 6 ai, −bi 6 y 6 bi}, i = 1, 2, . . . , n, где R2 — двумерное
арифметическое евклидово пространство.

Полагаем, что v = const, а расположение Pi в пространстве R2 определяется вектором
ui = (xi, yi). Семейство транслированных прямоугольников Pi(ui), i = 1, 2, . . . , n, обозначим
Λ(u), где u = (u1, u2, . . . , un) ∈ R2n.

Семейство Λ(u) является покрытием области Ω [2], если существует вектор u ∈ R2n,
такой, что

Ω ⊆

n
⋃

i=1

Pi(ui). (1)

Задача. Определить — существует ли вектор u ∈ R2n такой, что выполняется усло-
вие (1).

Пусть u0 ∈ R2n удовлетворяет (1). Тогда справедливо

Ω
⋂

intH(u0) = ∅, (2)

где H(u0) = R2\int P (u0), P (u0) =
n
⋃

i=1

Pi(u
0
i ), intH(u0) — внутренность множества H(u0) [3].

Соотношение (2) может быть описано неравенством

Φ(w, v) > 0, (3)
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где Φ(w, v) — Φ-функция [4] множества P (w) и Ω(v) [5, 6]. Назовем неравенство (3) кри-
терием покрытия.

Конструктивным средством описания отношений Ω и Λ(u) является Γ-функция [2]:

Γ(u) =















Γ1(u), если u ∈ R2n
1 ,

Γ2(u), если u ∈ R2n
2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Γη(u), если u ∈ R2n
η ,

(4)

где R2n =
η
⋃

k=1

R2n
k — разбиение пространства R2n, η 6 11σ , σ = (1/2)n(n − 1), Γk(u) =

= Fk(u, v)|v=0, здесь η = 10σ1 ·7σ2 ·5σ3 , σ =
3
∑

l=1

σl, σl ∈ {0, 1, 2, . . . , (1/2)n(n−1)}, l = 1, 2, 3 [7],

Fk(u
0, v) — Φ-функция Ω(v) и H(u0).

Таким образом, если существует вектор u∗ такой, что Γ(u∗) > 0, то Ω
⋂

int H(u∗) = ∅.
Тогда решение задачи покрытия может быть сведено к задаче

Γ(u∗) = max
u∈R2n

Γ(u). (5)

При этом решение задачи (5) завершается, как только выполняется условие (3).
Если Γ(u∗) < 0, то покрытие не существует.
Представим задачу (5) в следующем виде:

χ∗ = max{χ∗

q, q = 1, 2, . . . , η1}, (6)

χ∗

q = Γq(u
∗) = max

u∈R2n
q

Γq(u), q = 1, 2, . . . , η1 < η. (7)

Из (6), (7) следует, что, как только выполняется неравенство χ∗

q > 0, покрытие получено.
Задача (7) сводится к

χ∗

q = max
u∈Dq

χq, (8)

где Dq = Wq

⋂

Vq, Wq = {u ∈ R2n | Γq(u) > χq}, Vq = R2n
q .

Для решения задачи (8) строится дерево решений. Каждой p-й концевой вершине этого
дерева соответствует система неравенств, описывающая выпуклое множество Wqp. Таким
образом, решение задачи (8) можно представить в виде последовательности задач линейного
программирования

χ∗

qp = max
u∈Dqp

χqp, (9)

где Dqp = Wqp

⋂

Vqp, Wqp = {u ∈ R2n | Γqp(u) > χqp}, Vq = R2n
q , p = 1, 2, . . . , N1, N1 6

6 N = (n + 1)l1(n + 2)l2(n + 4)l3 , l1, l2, l3 — количество базовых объектов (квадрантов
плоскости, полуполос, прямоугольников) соответственно, участвующих в формировании
множества H(u0).

Стратегия решения задачи (6) состоит из следующих этапов.
Оценивается суммарная площадь покрывающих объектов SP и области покрытия SΩ.

Если SΩ > SP , покрытие не существует, в противном случае переходим к следующему этапу.
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Осуществляется декомпозиция задачи покрытия области Ω на подзадачи покрытия связ-
ных областей Ωr, r = 1, 2, . . . ,m.

Решается задача покрытия каждой связной области Ωr, r = 1, 2, . . . ,m, в соответствии
с алгоритмом, приведенным ниже.

1. Построение множества перестановок Π = {πj , j = 1, 2, . . . , t}, элементами πj кото-
рого являются последовательности номеров покрывающих прямоугольников Pi(ui), i = 1,
2, . . . , nr. Из множества Π выбирается τ 6 t перестановок модифицированным методом
сужающихся окрестностей [8, 9].

2. Формирование стартовой точки u0 = (u0
1, u

0
2, . . . , u

0
nr

) для каждой последовательно-
сти πj методом многоугольников Воронова [10].

3. Построение множества C0 = R2 \ int
nr
⋃

i=1

Pi(u
0
i ) [11].

4. Проверка критерия покрытия (3). Если условие (3) не выполняется, то переходим
к шагу 5.

5. Построение матрицы пространственных форм Mq = |mij |, элементы mij которой

описываются либо структурой
〈

Ak
ij(ui, uj) + Bk

ij > 0, k = 1, либо системой неравенств
{

Ak
ij(ui, uj) + Bk

ij > 0, k = 2, 3, . . . ,K, однозначно определяющих соответствующую k-ю

пространственную форму множества Pij = Pi(ui)
⋃

Pj(uj), i 6= j = 1, . . . , nr.
6. Построение множества

Vq =
{

u ∈ R2n | Ak1

12
(u1, u2)+Bk1

12
> 0, Ak2

13
(u1, u3)+Bk2

13
> 0, . . . , A

knr

1nr
(u1, unr

)+B
knr

1nr
> 0,

A
knr+1

23
(u2, u3) + B

knr+1

23
> 0, . . . , Aqσ

nr−1,nr
(unr−1,nr

, unr
) + Bqσ

nr−1,nr
> 0

}

.

7. Построение множества H(u0) = R2 \ int
nr
⋃

i=1

Pi(u
0
i ), u0 ∈ R2nr

q в виде объединения

базовых объектов.
8. Построение функции Γq(u).
9. Решение задачи (8), u∗ — вектор, соответствующий решению задачи (8).
10. Проверка условия χ∗

q > 0. Если условие выполняется, то покрытие найдено, в про-
тивном случае переходим к шагу 11.

11. Проверка условия u∗ 6= u0. Если условие выполняется, то переходим к шагу 5, в про-
тивном случае переходим к шагу 12.

12. Построение дерева решений.
13. Решение задачи (9) для p-й концевой вершины, p = 1, . . . , N , где N — количество

концевых вершин дерева решений.
14. Проверка условия Γp

q(u
∗) 6 Γq(u

0). Если условие выполняется, то переходим к шагу 5,
в противном случае переходим к шагу 15.

15. Проверка условия p > N . Если условие выполняется, то переходим к шагу 10, в про-
тивном случае переходим к шагу 16.

16. p = p + 1, переходим к шагу 13.
17. Проверка критерия останова (допустимое время счета).
П р и м е р . Пусть имеется трехсвязная многоугольная область (рис. 1), представленная объеди-

нением выпуклых многоугольников Ωr, r= 1,2, . . . ,11 (рис. 2). Полагаем, что Ωr задается последо-
вательностью вершин {vrj, j = 1, 2, . . . , mr} против часовой стрелки:

{v1j , j = 1, . . . , 4} = {(0, 100), (0, 70), (80, 70), (90, 100)};
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Рис. 1. Трехсвязная многоугольная область Ω

Рис. 2. Декомпозиция области Ω на выпуклые многоугольники Ωi

{v2j , j = 1, . . . , 5} = {(0, 70), (0, 30), (20, 30), (35, 50), (20, 70)};

{v3j , j = 1, . . . , 4} = {(0, 30), (0,−50), (20,−50), (20, 30)};

{v4j , j = 1, . . . , 4} = {(20, 30), (20,−40), (60, 0), (70, 30)};

{v5j , j = 1, . . . , 5} = {(70, 70), (45, 50), (70, 30), (90, 50), (80, 70)};

{v6j , j = 1, . . . , 5} = {(90, 50), (70, 30), (60, 0), (90, 0), (110, 20)};

{v7j , j = 1, . . . , 3} = {(110, 20), (90, 0), (130,−40)};

{v8j , j = 1, . . . , 4} = {(150, 50), (130, 50), (110, 20), (130,−40)};

{v9j , j = 1, . . . , 4} = {(150, 50), (130,−40), (130,−50), (150,−50)};

{v10j , j = 1, . . . , 6} = {(130, 100), (120, 100), (110, 80), (130, 50), (150, 50), (150, 80)};

{v11j , j = 1, . . . , 4} = {(120, 100), (80, 70), (110, 80), (90, 50)}.

Информация о метрических характеристиках прямоугольников Pi, i = 0, 2, . . . , 8, приведена
в табл. 1.

Точка u0, соответствующая начальному размещению прямоугольников Pi(u
0

i ), i = 0, . . ., . . . , 8,
Ω 6⊂ Λ(u0) (рис. 3), u0 = ((49, 20), (10, 30), (125, 70), (20,−26), (70, 75), (92, 21), (125,−30), (141, 20),
(25, 80)).
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Таблица 1

Параметры
прямоугольников P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8

a 13 20 26 30 27 29 25 18 24
b 20 30 20 25 31 27 22 35 20

Рис. 3. Начальное размещение семейства Λ(u0)

Рис. 4. Покрытие многоугольной области Ω прямоугольниками Pi(u
∗

i ), i = 0, . . . , 8

Точка u∗, удовлетворяющая условию покрытия, Ω ⊂ Λ(u∗) (рис. 4), u∗ = ((50, 14), (19, 30),
(125, 80), (30,−25), (72, 70), (88, 16), (125,−30), (134, 25), (23, 80)).
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Математичне моделювання внутрiшньої структури 3D

тiла на основi трьох рентгенiвських знiмкiв у трьох

взаємоперпендикулярних ракурсах

The explicit description of a class of functions of three variables that are a mathematical model
of the inner structure of a 3D body (density, attenuation constant), which can be restored by
three X-ray pictures in mutually perpendicular aspects is given.

Дана робота присвячена дослiдженню класу функцiй, що описують внутрiшню структуру
3-вимiрного тiла (щiльнiсть, коефiцiєнт поглинання), якi можна точно вiдновити за допо-
могою всього трьох рентгенiвських знiмкiв у взаємоперпендикулярних ракурсах методом,
описаним в [1]. Вказаний метод оснований на використаннi операторiв мiшаної апроксимацiї
функцiй [2, 3]. Ця робота є продовженням дослiджень роботи [4], у якiй для вiдновлення
об’єктiв використовувалось всього два рентгенiвських знiмка. Огляд дослiджень з близької
за змiстом тематики наведено в [5–12].

Основнi твердження роботи. Для побудови математичної моделi внутрiшньої струк-
тури тривимiрного тiла будемо використовувати мiшану апроксимацiю Bm,n,pf(x, y, z) су-
мами Фур’є функцiй трьох змiнних f(x, y, z) ∈ L2[0, 1]

3
⋂

C[0, 1]3 за змiнними x, y, z, по-
будовану за допомогою сум Фур’є функцiй f(x, y, z) порядкiв m, n, p за змiнними x, y, z,
вiдповiдно,

Fm,xf(x, y, z) =

m
∑

k1=−m

c1k1
(f ; y, z)ei2πk1x, c1k1

(f ; y, z) =

1
∫

0

f(x, y, z)e−i2πk1xdx,

Fn,yf(x, y, z) =
n

∑

k2=−n

c2k2
(f ;x, z)ei2πk2y, c2k2

(f ;x, z) =

1
∫

0

f(x, y, z)e−i2πk2ydy,
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