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Асимптотична поведiнка розв’язку лiнiйних

стохастичних диференцiально-рiзницевих рiвнянь

нейтрального типу

(Представлено академiком НАН України В. С. Королюком)

Necessary and sufficient conditions of the mean square exponential stability of a linear stochastic

differential-difference equation of neutral type in the scalar case are obtained.

Питанню стiйкостi за Ляпуновим розв’язкiв детермiнованих диференцiально-функцiональ-
них рiвнянь нейтрального типу (ДДФРНТ) присвячено достатньо велику кiлькiсть робiт,
серед яких особливе мiсце займають працi наукових шкiл Дж. Хейла [1], Н. Азбелєва [2],
М. Каменського [3], Д. Хусаїнова [4], В. Слюсарчука [5]. У роботах В. Колмановського [6],
Є. Царкова [7], Д. Хусаїнова [4] та їхнiх учнiв вивчалися питання поведiнки розв’язкiв сто-
хастичних диференцiально-функцiональних рiвнянь. Питанню iснування сильного розв’яз-
ку стохастичних диференцiально-функцiональних рiвнянь нейтрального типу та узагаль-
нення другого методу Ляпунова присвячено роботи Є. Андрєєвої, Л. Шайхета, В. Колма-
новського [6], В. Берези, В. Ясинського [8] та iн.

Нехай на iмовiрнiсному базисi [9] (Ω, F, P, Im), де Im ≡ {Ft, t > 0} — фiльтрацiя, задано
сильний розв’язок [6, 10] x(t) = x(t, ω) ∈ R1 лiнiйного стохастичного диференцiально-рiзни-
цевого рiвняння нейтрального типу (ЛСДРРНТ)

d{Dxt} = {Lxt}dt+ {Gxt}dw(t) (1)

за початковою умовою

x0 = ϕ. (2)
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Тут xt ≡ {x(t + s),−h 6 s 6 0} ∈ C([−h, 0]); ϕ ∈ C([−h, 0]) — F0 — вимiрний випадковий
процес; w(t) = w(t, ω) — одновимiрний випадковий вiнерiв процес, що узгоджений з Im =
= {Ft, t > 0}; D, L, G — рiзницевi оператори, що заданi на просторi спiввiдношеннями [1, 3]
для ψ ∈ C([−h, 0])

Dψ ≡ ψ(0) +

n
∑

k=1

δkψ(−τk), 0 < τ1 < τ2 < · · · < τn 6 h;

Lψ ≡ αψ(0) +
m
∑

k=1

bkψ(−λk), 0 < λ1 < λ2 < · · · < λm 6 h;

Gψ ≡ fψ(0) +

q
∑

k=1

gkψ(−θk), 0 < θ1 < θ2 < · · · < θq 6 h.

(3)

Для ЛСДРРНТ (1), (2) має мiсце теорема iснування та єдиностi з точнiстю до стохас-
тичної еквiвалентностi сильного розв’язку x(t) ∈ R1 [8], для якого iснує E{x2(t)} < ∞.

Поряд з рiвнянням (1) розглянемо детермiноване диференцiально-рiзницеве рiвняння
нейтрального типу (ДДРРНТ) [1, 2]

d{Dyt} = {Lyt}dt (4)

за початковою умовою

y(t) = ϕ(t), −h 6 t 6 0. (5)

Наведемо спочатку деякi твердження.
Лема 1 [11, 12]. Якщо

n
∑

k=1

|δk| < 1, (6)

то розв’язок y(t) ≡ 0 ДДРРНТ (4), (5) є експоненцiально стiйкий тодi i тiльки тодi,
коли всi коренi характеристичного квазiполiнома

V (z) ≡ z

(

1 +

n
∑

k=1

e−zτkδk

)

− a−

m
∑

l=1

e−zλlbl (7)

лежать у лiвiй пiвплощинi комплексної площини C, тобто

∃ ρ > 0, ∀ z ∈ C : V (z) = 0 ⇒ Re z < −ρ. (8)

Розглянемо функцiю Кошi X(t) [1, 13] як розв’язок (4), що задовольняє початкову умову

X(t) ≡ 1(t) =

{

0, −h 6 t < 0;

1, t = 0.
(9)

Тодi вiрне твердження [1, 3] щодо зображення функцiї Кошi X(t) за характеристичним
квазiполiномом.
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Лема 2. Функцiя Кошi X(t) має вигляд

X(t) =
1

2πi

∫

Rez=µ

eztV −1(z) dz, (10)

де µ > −ρ.
Далi має мiсце таке твердження [7].
Лема 3 [14]. Розв’язок ЛСДРРНТ (1), (2) задовольняє стохастичне iнтегральне рiв-

няння

x(t) = y(t) +

t
∫

0

X(t− s)Gxsdw(s), (11)

де y(t) — розв’язок (4), (2).
Для одержання необхiдних та достатнiх умов експоненцiальної стiйкостi тривiального

розв’язку x(t) ≡ 0 ЛСДРРНТ (1), (2) введемо деякi позначення i пов’язанi з ними твер-
дження.

Використовуючи iнтегральне зображення (11) сильного розв’язку (1), а також зобра-
ження функцiї Кошi X(t) у виглядi (10), запишемо iнтегральне рiвняння Вольтерра ней-
трального типу для випадкового процесу γ(t) ≡ Gxt:

γ(t) = Gyt +

t
∫

0

H(t− s)γ(t)dw(s), (12)

де

H(t) ≡ GXt =
1

2πi

∫

Re z=µ

eztG1(z)V
−1(z) dz, (13)

G1(z) ≡ f +

q
∑

i=1

gie
−zθi . (14)

Введемо такi позначення:

M(t, ϕ) ≡ E{|x(t)|2/F 0} = E{|x(t)|2}, (15)

Γ(t, ϕ) ≡ E{|γ(t)|2/F 0} = E{|γ(t)|2}. (16)

Тут умовнi математичнi сподiвання дорiвнюють звичайним на пiдставi незалежностi ви-
падкових процесiв x(t) i γ(t) вiд початкової σ-алгебри F0 [9].

Одержимо рiвняння для другого моменту M(t, ϕ) та Γ(t, ϕ) вигляду

M(t, ϕ) = |y(t)|2 +

t
∫

0

|X(t− s)|2Γ(s, ϕ) ds. (17)

Γ(t, ϕ) = |Gyt|
2 +

t
∫

0

|H(t− s)|2Γ(s, ϕ) ds. (18)
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Наведемо одне допомiжне твердження.
Теорема 1. Нехай виконуються умови (6) i (8). Тодi розв’язок iнтегрального рiвнян-

ня (18) задовольняє умову

∃C1 > 0, ∃C2 > 0, ∀ϕ ∈ C([−h, 0]) :

∞
∫

0

Γ(t, ϕ)etC2 < C1‖ϕ‖
2 (19)

тодi i тiльки тодi, коли

B ≡

∞
∫

0

|H(t)|2dt < 1. (20)

Лема 4. В умовi (20) iнтеграл у лiвiй частинi нерiвностi обчислюється таким чином:

B ≡

∞
∫

0

|H(t)|2dt =
1

π

∞
∫

0

|G(is)|2|V (is)|−2ds.

Доведення. Якщо замiсть H(t) пiдставимо його iнтегральний вигляд (13), то матиме-
мо [15]

H(t) =
1

2πi

∞
∫

−∞

G1(is)e
ztV −1(is) ds. (21)

Зауважимо, що G1(is)e
ztV −1(is) є образом для H(t) або

G1(is)e
ztV −1(is) =

∞
∫

0

e−istH(t) dt. (22)

Тодi за рiвнiстю Планшереля–Парсеваля [3] одержимо

∞
∫

0

|H(t)|2dt =
1

2π

∞
∫

−∞

|G(is)|2|V (is)|−2ds =

=
1

2π

( 0
∫

−∞

|G(is)|2|V (is)|−2ds+

∞
∫

0

|G(is)|2|V (is)|−2ds

)

=

=
1

2π

( ∞
∫

0

|G(−is)|2|V (−is)|−2ds +

∞
∫

0

|G(is)|2|V (is)|−2ds

)

=

=
1

π

∞
∫

0

|G(is)|2|V (is)|−2ds.

Лему доведено.
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Теорема 2. Нехай виконуються умови (6) i (8) для коефiцiєнтiв ЛСДРРНТ i коренiв
його характеристичного квазiполiнома (7).

1. Тодi необхiдною i достатньою умовою експоненцiальної стiйкостi в середньому квад-
ратичному розв’язку (1), (2) є виконання iнтегральної нерiвностi

B =
1

π

∞
∫

0

|G(is)|2|V (is)|−2ds < 1, (23)

де

G(z) ≡ f +

q
∑

r=1

gre
−zθr .

2. Тодi при B > 1 буде мати мiсце такий факт: у будь-якому околi нуля знайдеться
початкова функцiя ϕ(t) така, що

lim
t→∞

M{|x(t)|2} = ∞. (24)

Доведення 1. Достатнiсть. Нехай виконується (23), а значить, виконується (20). Умо-
ви (6) i (8) гарантують [1] iснування деякої сталої M2 > 0 та c2 > 0 таких, що

|Gyt|
2etc2 6 M2‖ϕ‖

2,

|y(t)|2etc2 6 M2‖ϕ‖
2, |X(t)|2etc2 6 M2 i |H(t)|2etc2 6 M2

(25)

для довiльного t > 0 i ϕ ∈ C([−h, 0]).
Зауважимо, сталу c2 > 0 для виконання оцiнок (25) слiд вибирати як у теоремi 1.
Далi, при виконаннi нерiвностей (25) очевидна оцiнка для t > 0 i ϕ ∈ C([−h, 0])

Γ(t, ϕ)etc2 = |Gyt|
2etc2 +

t
∫

0

|H(t− s)|2e(t−s)c2esc2Γ(s, ϕ) ds 6

6 M2‖ϕ‖
2 +M2

t
∫

0

esc2Γ(s, ϕ) ds 6 M2(1 + c1)‖ϕ‖
2, (26)

де c1 визначена в доведеннi теореми 1.
Тодi з урахуванням одержаних нерiвностей (25), (26) легко виписати оцiнку для M(t, ϕ),

що задовольняє рiвняння (17), а саме

M(t, ϕ) 6 M2(1 + c1)‖ϕ‖
2e−tc2

для t > 0 i ϕ ∈ C([−h, 0]).
Достатнiсть доведено.
Необхiднiсть. При виконаннi умов (6), (8) нехай розв’язок x(t) ≡ 0 експоненцiально

стiйкий, тобто E|x(t)|2 6 Me−ctE‖ϕ‖2 для t > 0 i ϕ ∈ C([−h, 0]), де M > 0 та c > 0. Тодi
матимемо

Γ(t, ϕ) = E{|Gxt|
2} 6 (q + 1)

(

|f |2 +

q
∑

r=1

|gr|
2

)

max
−h6θ60

E{|x(t+ θ)|2} 6
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6 M(1 + q)

(

|f |2 +

q
∑

r=1

|gr|
2

)

e−ct‖ϕ‖2.

А значить, можна пiдiбрати сталу c1 > 0 таку, що

∞
∫

0

Γ(t, ϕ)etc2dt < c1‖ϕ‖.

Залишилось використати теорему 1, що дає нерiвнiсть (23), якщо врахувати нерiв-
нiсть (19) леми 1. Перша частина теореми 2 доведена, друга частина доводиться аналогiчно.
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