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Проблеми керованостi для рiвняння неоднорiдної

струни, закрiпленої на правому кiнцi

(Представлено академiком НАН України Є.Я. Хрусловим)

The wave equation for a non-homogeneous string on a segment is considered. The right end

point is fixed. On the left end point, L∞-control that is bounded by a given constant is consi-

dered. Necessary and sufficient conditions of null- and approximate null-controllability for this

system are found. Moreover, the control that solves the formulated problem is found explicitly.

Розглянемо хвильове рiвняння на вiдрiзку

wtt = wxx − q(x)w(x, t), x ∈ (0, d), t ∈ (0, T ), d > 0, T > 0, (1)

кероване крайовими умовами

w(0, t) = u(t), w(d, t) = 0, t ∈ (0, T ). (2)

Вважаємо, що функцiя q(x) та керування u задовольняють умови:

q ∈ E(0, d) = {r ∈ C1[0, d] : r(x) > 0, r′+(0) = r′
−
(d) = 0},

u ∈ B(0, T ) = {v ∈ L∞(0, T ) : |v(t)| 6 1 майже скрiзь на (0, T )}.

На теперiшнiй час керованiсть крайовими умовами для рiвняння вигляду (1) з q(x) = 0
на скiнченному вiдрiзку в просторах Соболєва досить детально вивчена для рiзних типiв
керувань: для W 1

p -керувань [1, 6], для L2-керувань [2, 3] (p ∈ [1,∞)), для L∞-керувань [3, 4]

тощо. У роботi [7] дослiджено W 1
2 -керованiсть для рiвняння (1) зi сталим q > 0. У всiх

цих роботах, за виключенням [4], методом розподiлу змiнних та розвинення у ряди Фур’є
одержано умови керованостi у випадку, коли q = 0 або q > 0 i стале. У [4] одержано
критерiй керованостi у випадку, коли керування обмеженi наперед заданою сталою (тут
q = 0). Замiсть розвинення в ряди Фур’є використано перетворення Фур’є.

Слiд вiдзначити, що лише керування класу L∞ можуть бути реалiзованi практично.
Бiльше того, керування мають бути обмеженi наперед заданою сталою з практичних мiр-
кувань. Пояснюється це тим, що будь-який прилад, що здiйснює керування, має обмежений
дiапазон дiї.

Нижче дослiджується керованiсть у просторах Соболєва узагальненого хвильового рiв-
няння (1) з керуванням, що обмежене наперед заданою сталою, в крайових умовах. За допо-
могою операторiв перетворення, що розглянуто в просторах Соболєва, ця задача зводиться
до випадку q = 0, який дослiджений у [4], та результати цiєї роботи частково переносяться
на випадок q(x) ∈ E(0, d).

У роботi розглядатимемо такi простори. Позначимо S — простiр Шварца, S
′ — простiр

узагальнених функцiй над S,

W
0 =

{
f ∈ L2

loc(R) : f − непарна та 2d-перiодична
}
,
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W
s =

{
f ∈ S

′ : (1 + D2)s/2f ∈ W
0
}
, s ∈ R, D = −i

d

dx
,

з нормою ‖f‖s =

(
d∫

−d

|(1 + D2)s/2f(x)|2dx

)1/2

. Для f =

(
f1

f2

)
∈ W

s ×W
s−1 норма задається

формулою |||f |||s = ((‖f1‖s)2 + (‖f2‖s−1)2)1/2. Вiдзначимо, що якщо f ∈ W
s, то f ′ ∈ W

s−1,
s ∈ R. Пiд значенням узагальненої функцiї f ∈ W

l на основнiй функцiї ϕ ∈ W
−l, l 6 0

розумiємо

(f, ϕ) =

d∫

−d

(1 + D2)l/2f(x)(1 + D2)−l/2ϕ(x) dx.

Добре вiдомо, що будь-яку функцiю iз простору W
0 можна зобразити у виглядi збiжного

ряду

f(x) =

+∞∑

n=−∞

fn
1√
d

sin
πnx

d
.

Отже, для ∀f(x) ∈ W
s, s ∈ R справедливе

f(x) =

+∞∑

n=−∞

fn
1√
d

sin
πnx

d
∧ {fn(1 + n2)s/2}+∞

n=−∞
∈ l2.

Через W
s(0, d) позначимо звуження простору W

s на [0, d] з нормою

‖f‖s =

( d∫

0

|(1 + D2)s/2f(x)|2 dx

)1/2

.

Зауважимо, що якщо f ∈ W
s(0, d), то непарне 2d-перiодичне продовження f належить

простору W
s, s ∈ R.

Далi в роботi вважаємо, що s 6 0.
Розглянемо керовану систему (1), (2) з початковими умовами

w(x, 0) = w0
0(x), wt(x, 0) = w0

1(x), x ∈ (0, d) (3)

та умовами влучення

w(x, T ) = wT
0 , wt(x, T ) = wT

1 (x), x ∈ (0, d), (4)

де w0 =

(
w0

0

w0
1

)
, wT =

(
wT

0

wT
1

)
, w0, wT ∈ W

s(0, d) × W
s−1(0, d). Розв’язки системи (1)–(4)

розглядаються в просторi W
s(0, d).

Означення 1. Стан w0 ∈ W
s(0, d)×W

s−1(0, d) називається 0-керованим за час T , якщо
для wT = 0 iснує керування u ∈ B(0, T ) таке, що задача (1)–(4) має єдиний розв’язок
в W

s(0, d), та ε-керованим за час T , якщо для ∀ ε > 0 та для wT ∈ W
s(0, d) × W

s−1(0, d)
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такого, що |||wT |||s < ε iснує керування uε ∈ B(0, T ) таке, що задача (1)–(4) має єдиний
розв’язок в W

s(0, d).
Нехай W (·, t), W 0(x), W T (x) — непарнi 2d–перiодичнi продовження (за x) для w(·, t),

w0(x), wT (x) вiдповiдно, а Q(x) — парне 2d-перiодичне продовження для q(x).
Тодi W 0, W T ∈ W

s × W
s−1, W (·, t) ∈ W

s, (t ∈ (0, T )), Q(x) ∈ C1(R), i задача (1)–(4)
буде зведена до такої:

Wtt = Wxx − Q(x)W (x, t) − 2u(t)
∑

k∈Z

δ′(x + 2dk), x ∈ R, t ∈ (0, T ), (5)

W (x, 0) = W 0
0 (x), Wt(x, 0) = W 0

1 (x), x ∈ R, (6)

W (x, T ) = W T
0 (x), Wt(x, T ) = W T

1 (x), x ∈ R, (7)

де δ — функцiя Дiрака.
Враховуючи очевидну рiвнiсть ‖W (x, t)‖s =

√
2‖w(x, t)‖s, можемо стверджувати про

еквiвалентнiсть понять 0-(ε-)керованостi задачi (1)–(4) та 0-(ε-)керованостi задачi (5)–(7).
Для дослiдження проблем керованостi розглянемо задачу Штурма–Лiувiлля на (0, d)

−v′′(x) + q(x)v(x) = λ2v(x), x ∈ (0, d), q(x) ∈ E(0, d), (8)

v(0) = v(d) = 0. (9)

Нехай {µn =λ2
n}∞n=−∞

— власнi значення (вони є дiйсними та простими), {yn(λn, x)}∞n=1 —
система власних функцiй оператора Штурма–Лiувiлля. Маємо λn 6= 0, n = 1,∞, а вiдповiднi
власнi функцiї — дiйснi i утворюють ортонормований базис в L2[0, d] (див., наприклад, [8]).

Позначимо Yn(λn, x) непарне 2d-перiодичне продовження для yn(λn, x), n = 1,∞. Тодi

−Y ′′

n + Q(x)Yn = λ2
nYn, Yn(λn, kd) = 0, x ∈ R, k, n ∈ Z.

Визначимо число N ∈ N iз нерiвностi (N − 1)d < T 6 Nd. Неважко перевiрити, що
система {(1/

√
2N )Yn(λn, x)}∞n=1 є ортонормованим базисом в W

0(−Nd,Nd). Також мож-
на показати, що кожну функцiю iз W

s можна розкласти в збiжний ряд за системою
{(1/

√
2N)Yn(λn, x)}∞n=1.

У роботi використовуються також оператори перетворення для задачi Штурма–Лiувiлля
на вiдрiзку (див., наприклад, [9]). Позначимо їх скорочено K та L i наведемо коротко основнi
факти, що будуть використовуватися.

Зафiксуємо λ = λn, Y (λ, x) = Yn(λn, x) i розглянемо двi задачi Кошi

y′′ + λ2y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1, x ∈ (−Nd,Nd), (10)

y′′ − Q(x)y + λ2y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1, x ∈ (−Nd,Nd). (11)

Добре вiдомо, що (sin λx)/λ є розв’язком задачi (10). Легко побачити, що Y (λ, x)/y′(λ, 0)
є розв’язком (11). Тодi, згiдно з [9],

Y (λ, x)

y′(λ, 0)
= K

(
sinλt

λ

)
(x) =

sin λx

λ
+

x∫

0

K(x, t;∞)
sin λt

λ
dt, x ∈ (−Nd,Nd),
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sin λx

λ
= L

(
Y (λ, t)

y′(λ, 0)

)
(x) =

Y (λ, x)

y′(λ, 0)
+

x∫

0

L(x, t;∞)
Y (λ, t)

y′(λ, 0)
dt, x ∈ (−Nd,Nd),

де K(x, t;∞) = K(x, t) − K(x,−t), L(x, t;∞) = L(x, t) − L(x,−t). Неперервнi ядра K(x, t) та
L(x, t) є розв’язками таких систем на (−Nd,Nd) × (−Nd,Nd):

K
′′

xx(x, t) − K
′′

tt(x, t) = Q(x)K(x, t), L
′′

xx(x, t) − L
′′

tt(x, t) = −Q(x)L(x, t),

K(x, x) =
1

2

x∫

0

Q(ξ) dξ, L(x, x) = −1

2

x∫

0

Q(ξ) dξ,

K(x,−x) = 0, L(x,−x) = 0.

Позначимо Ŵ
0
0(−Nd,Nd) = Lin

{
sinλnx

λn

}
∞

n=1

⊂ W
0(−Nd,Nd), де λn — коренi з власних

значень задачi Штурма–Лiувiлля (8), (9), та

Ŵ
s
0(−Nd,Nd) =

{

f : f(x) =

∞∑

n=1

fn
sinλnx

λn
∧
{

fn

λn
(1 + λ2

n)s/2

}
∞

n=1

∈ l2

}

.

Зауважимо, що Ŵ
s
0(−Nd,Nd) = (Ŵ−s

0 (−Nd,Nd))′, s 6 0. Тодi оператори перетворення

є лiнiйними та неперервними: K : Ŵ
−s
0 (−Nd,Nd) → W

−s(−Nd,Nd), L : W
−s(−Nd,Nd) →

→ Ŵ
−s
0 (−Nd,Nd). Отже, спряженi оператори K∗ : W

s(−Nd,Nd) → Ŵ
s
0(−Nd,Nd), L∗:

Ŵ
s
0(−Nd,Nd) → W

s(−Nd,Nd) також лiнiйнi та неперервнi.
Зауваження 1. Визначимо число h > 0 таке, що |λn − n| < h, n ∈ N. Вiдомо, що якщо

h < 1/4, то система {eiλnx}∞n=1 утворює базис Рiсса в L2(−π, π) (див., наприклад, [10]). Отже,
якщо |λn − πn/d| < πh/d i h < 1/4, то система {sin λnx}∞n=1 утворює базис Рiсса в просторi

L2(−d, d) непарних функцiй. В цьому випадку маємо Ŵ
0
0(−Nd,Nd) = W

0(−Nd,Nd).
Розвиваючи функцiї системи (5)–(7) в ряди за {(1/

√
2N)Yn(λn, x)}∞n=1 та застосовуючи

оператори перетворення, одержуємо критерiй 0- та ε-керованостi початкового стану зада-
чi (1)–(4).

Теорема 1. Нехай T > 0, w0 ∈ W
s(0, d) × W

s−1(0, d), s 6 0, N ∈ N — таке число, що
(N − 1)d < T 6 Nd. Тодi такi твердження рiвносильнi:

(i) стан w0 є 0-керованим за час T ;
(ii) стан w0 є ε-керованим за час T ;
(iii) виконанi умови

W 0
1 (x) = (L∗(K∗W 0

0 )′)(x), |(K∗W 0
0 )(x)| 6 2N, x ∈ (−Nd,Nd),

suppw0
0(x) ⊂

{
[0, T − (N − 1)d], N — непарне,

[Nd − T, d], N — парне

i при цьому керування задається формулою

u(t) =
1

2N
(K∗W 0

0 )(t), t ∈ [0, T ]. (12)

Зауваження 2. Iз формули (12) видно, що u ∈ L∞(0, T ) ⇔ w0
0 ∈ L∞(0, d).
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