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Проаналiзовано структуру узагальненого реологiчного тiла (РТ) з довiльним числом
елементiв. Сформульовано умови невиродженостi РТ. Показано, що РТ певного рангу
подiляються на два типи — квазiпружнi та квазiв’язкi, кожен з яких має два роди
залежно вiд того, чи має коефiцiєнт при деформацiї в реологiчному рiвняннi адитивну
константу, чи нi.

Коливальнi процеcи в фiзичних середовищах затухаючi, тому що останнi є непружними та
дослiджуються за допомогою математичних моделей в’язкопружних деформованих середо-
вищ. У повiдомленнi розглядаються реологiчнi тiла (РТ), якi складаються з пружних (ПЕ)
та в’язких (ВЕ) елементiв, з’єднаних мiж собою паралельно або послiдовно в рiзних ком-
бiнацiях. Зв’язок мiж напругою i деформацiєю встановлюється за допомогою реологiчного
рiвняння (РР), яке є певним узагальненням закону Гука i записується в узагальненому
виглядi

Pσ = Qε, (1)

де P =
m∑
i=0

aiD
i i Q =

n∑
i=0

biD
i — лiнiйнi диференцiальнi вирази (ЛДВ) з постiйними коефi-

цiєнтами, D = ∂/∂t; σ — напруга; ε — деформацiя.
Розглянемо з’єднання двох РТ, РР яких запишемо так:

P1σ1 = Q1ε1, P2σ2 = Q2ε2. (2)

При паралельному з’єднаннi цих тiл деформацiї i напруги будуть задовольняти РР

P1P2σ = (P1Q2 + P2Q1)ε, (3)

а при послiдовному з’єднаннi — РР

(P1Q2 + P2Q1)σ = Q1Q2ε. (4)

Рiвняння (3), (4) є основою для дослiдження властивостей РТ з довiльним числом елементiв.
За допомогою цих рiвнянь можна проаналiзувати процес утворення нових РТ та виявити
їхнi особливостi.
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Структура РТ визначається характером їхнiх РР: порядками лiнiйних диференцiальних
виразiв (ЛДВ) P й Q та особливiстю ЛДВ P й Q. Цi характеристики залежать вiд кiлькос-
тi елементiв i з’єднань певних типiв та вiд спiввiдношення мiж ними. Проаналiзуємо РТ,
якi вивчає реологiя. Випишемо в табл. 1 iнформацiю про них, додавши для симетрiї ще
п’ятиелементнi РТ.

Аналiзуючи таблицю, можна вiдзначити, що РТ рангу k = 1, 2 вiдповiдають чотири
рiзнi типи їхнiх РР, якi подiляють РТ певного рангу залежно вiд порядку коефiцiєнтiв
РР на два типи: квазiпружнi (порядки коефiцiєнтiв при напрузi i деформацiї однаковi) та
квазiв’язкi (порядки коефiцiєнтiв при напрузi на одиницю меншi за порядок коефiцiєнта
при деформацiї), кожен з них подiляється на два роди залежно вiд того, чи має ЛДВ Q
у РР адитивну константу (АК), чи нi.

Переконаємось, що вказанi особливостi РТ мають мiсце для РТ з довiльним рангом.
Для цього доведемо методом математичної iндукцiї теорему:

Теорема 1. Для кожного натурального числа n iснують чотири рiзних РР РТ рангу
n, за допомогою яких останнi подiляються на два типи — квазiпружнi та квазiв’язкi,
кожен з яких має два роди залежно вiд того, чи має ЛДВ Q у РР АК, чи нi. РР для РТ
з цих сукупностей мають такий вигляд:

(1 + a1D + · · · + a·−1D
·−1)σ = HR

nD(1 + b1D + · · ·+ bn−1D
n−1)ε (N2n−1),

(1 + a1D + · · · + a·D
·)σ = HR

nD(1 + b1D + · · ·+ bn−1D
n−1)ε (H2n),

(1 + a1D + · · · + a·−1D
·−1)σ = ER

n (1 + b1D + · · · + b·D
·)ε (N2n),

(1 + a1D + · · · + a·D
·)σ = ER

n (1 + b1D + · · ·+ b·D
·)ε (H2n+1).

(5)

РТ: N — квазiв’язкi, H — квазiпружнi; їх нижнiй iндекс означає число елементiв у цих
РТ, а n — їхнiй ранг.

1. Твердження правдиве при n = 1 — це двi сукупностi КПРТ — ВЕ i РТ Фойгта. У пер-
ших РР у коефiцiєнтi при деформацiї вiдсутня АК, але є в РТ Фойгта, їхнi РР записуються
в стандартнiй формi як N1, N2, i двi сукупностi КВРТ — тiла Максвелла, в РР яких коефi-
цiєнт при деформацiї без АК та РТ Кельвiна та Пойнтiнга–Томпсона, в РР яких коефiцiєнт
при деформацiї має АК, а їхнi РР записуються в стандартнiй формi як H2 й H3 вiдповiдно.

2. Якщо при n = k маємо чотири рiзних за структурою РР для РТ рангу k, якi в стан-
дартнiй формi запишуться, згiдно з системою (5) при n = k, i за їхньою допомогою РТ

k-го рангу подiляються на чотири сукупностi: R
(k)
1 = {N2k−1}, R

(k)
2 = {H2k}, R

(k)
3 = {N2k},

R
(k)
4 = {H2k+1}, то при n = k + 1, згiдно з системою (5), матимемо чотири рiзних за стру-

ктурою РР для РТ рангу k + 1, РР, якi утворюються за допомогою формул (3), (4) таким
чином:

N2k+1= N |H2k, H2(k+1)= N −H2k+1, N2(k+1)= N |H2k+1, H2k+3= H|N2(k+1) (6)

i якi подiляють РР k + 1-го рангу на чотири сукупностi РТ: R
(k+1)
1 = {N2k+1}, R

(k+1)
2 =

= {H2(k+1)}, R
(k+1)
3 = {N2(k+1)}, R

(k+1)
4 = {H2k+3}.

Такий розподiл РТ можна покласти в основу класифiкацiї РТ: тип тiла — КПРТ або
КВРТ, i рiд I — з АК та II — без АК у коефiцiєнтi при деформацiї.

Форму запису РР, згiдно з формулами (5), назвемо стандартною (зведеною). Кожна
з стандартних форм запису РР РТ, число елементiв в яких бiльше двох, має кiлька невиро-
джених реалiзацiй, що утворюють клас механiчно (реологiчно) еквiвалентних реологiчних
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Таблиця 1

Число
елементiв

У тому числi
δe Ранг АК Iм’я

Кiлькiсть
з’єднань

У тому числi
δc

Число
реалiзацiй

δ P Q Тип Рiд
пружних в’язких парал. послiд.

1 1 0 1 0 + Н 0 0 0 0 1 1 1 E КП I
1 0 1 1 1 – N 0 0 0 0 1 1 1 Dη КВ II
2 1 1 0 1 – М 1 0 1 1 1 1 1+Dτ Dη КП II
2 1 1 0 1 + V 1 1 0 1 1 1 1 E(1 + Dτ ) КВ I
3 2 1 1 1 + K, PT 2 1 1 0 2 1 1 + Dτ E(1 + Dτ ) КП I
3 1 2 1 2 – L, J 2 1 1 0 2 1 1 + Dτ ηD(1 + Dτ ) КВ II

4 2 2 0 2 – Bu 3 2 2 1 4 1
2∑

k=0

akD
k

ηD(1 + Dτ ) КП II

4 2 2 0 2 + А 3 2 1 1 4 1 1 + Dτ E

2∑

k=0

bkD
k КВ I

5 3 2 1 2 + 4 2 2 0 8 1
2∑

k=0

akD
k

E

2∑

k=0

bkD
k КП I

5 2 3 1 3 – 4 2 2 0 8 1
2∑

k=0

akD
k

ηD

2∑

k=0

bkD
k КВ II

Пр и м i т ка . Список РТ (реологiчне древо): nH — число пружних, а nN — число ВЕ, δe = |nN −nH |; nI й n
−

— кiлькiсть паралельних й послiдовних
приєднань у РТ вiдповiдно; δc = |nI − n

−
|; E й η — релаксуючi пружнi й в’язкi модулi; δ = δe + δc — баланс РТ; τ — час релаксацiї напруги при

постiйнiй деформацiї; ν — час релаксацiї деформацiї при постiйнiй напрузi.
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тiл. Механiчно еквiвалентними, або подiбними РТ, назвемо РТ, РР яких вiдрiзняються ве-
личиною коефiцiєнтiв. Якщо ж коефiцiєнти РР однаковi за величиною, то такi РТ назвемо
реологiчно еквiвалентними, тому що в цьому випадку збiгаються їхнi реологiчнi параме-
три — часи релаксацiй i часи пiслядiї.

Виникає питання: чим вiдрiзняються виродженi приєднання вiд невироджених. Виявля-
ється, що воно пов’язане з рiзницею мiж числом пружних i в’язких елементiв δe = |nN−nH |
та рiзницею мiж кiлькiстю паралельних i послiдовних включень δn = |nI − n−|. Назвемо
балансом приєднання суму рiзниць δ = δe + δc. Якщо пiдрахувати баланс для РТ, якi за-
стосовуються в реологiї, то виявиться, що для них вiн дорiвнює одиницi:

δe + δc = 1. (7)

Такi тiла назвемо збалансованими. Вияснимо роль балансу при побудовi РТ. Приєднання
певного елемента до РТ назвемо виродженим, якщо в результатi об’єднання отримаємо РТ,
РР якого вiдрiзняються лише величиною коефiцiєнтiв, тобто новоутворене РТ є механiчно
еквiвалентним базовому [1–4].

Приєднаємо ПЕ до РТ k-го рангу та побачимо, що ми маємо чотири вироджених i чотири
невироджених випадки. Зауважимо, що характерною особливiстю приєднання ПЕ до РТ
є те, що в результатi приєднання ранг нового РТ не змiнюється, причому при паралельному
приєднаннi тип РТ зберiгається, а рiд змiнюється, а при послiдовному з’єднаннi навпаки —
тип РТ змiнюється, а рiд залишається без змiн.

Далi розглянемо приєднання ВЕ до всiх чотирьох варiантiв збалансованих РТ k-го ран-
гу та побачимо, що в пiдсумку матимемо по чотири вироджених i невироджених випад-
ки, причому невиродженi випадки задовольняють умовi (7), звiдки робимо висновок, що
невироджене приєднання ВЕ до РТ пiдвищує його ранг, причому послiдовне приєднання
зберiгає тип базового РТ, змiнюючи рiд, а паралельне зберiгає рiд РТ i змiнює його тип. Пiд-
сумовуючи наведене можна говорити, що приєднання одиночного реологiчного елемента до
збалансованого РТ буде невиродженим у випадку, коли воно виконується з дотриманням
умови балансу [5].

Розглянемо далi об’єднання окремих РТ. Будемо вважати, що РТ — доданки є невиро-
дженими (полiноми Pi й Qi не мають спiльних коренiв) i ЛДВ обох доданкiв P при пара-
лельному i Q при послiдовному об’єднаннi не мають спiльних коренiв. Всього налiчується
двадцять рiзних варiантiв, з них половина буде виродженими i половина невиродженими.

Випишемо окремо невиродженi випадки:

N2k−1|H2l = H2(k+l)−1, N2k−1 −N2l = N2(k+l)−1, N2k−1|H2l+1 = N2(k+l),

N2k−1 −H2l+1 = H2(k+l), H2k|H2l = H2(k+l), N2k|H2l = N2(k+l),

H2k −N2l = H2(k+l), H2k|H2l+1 = H2(k+l)+1, N2k −N2l = N2(k+l),

N2k −H2l+1 = H2(k+l)+1.

(8)

Характерною особливiстю невироджених об’єднань є те, що вони виконується з дотри-
манням умови балансу (7). Таким чином, дотримання балансу (7) при об’єднаннi двох не-
вироджених РТ є достатньою умовою невиродженостi результуючого РТ.

З формул (8) випливає, що при паралельному з’єднаннi КПРТ i КВРТ сумарне РТ
є КВРТ, а якщо один з доданкiв має АК при деформацiї, а iнший — нi, то результуюче РТ
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матиме АК при деформацiї. При послiдовному з’єднаннi КПРТ i КВРТ матимемо дзер-
кальне вiдбиття — сумарне РТ буде КПРТ, а коефiцiєнт при деформацiї буде без АК, якщо
хоча б один з РТ доданкiв не матиме її.

Систему (5) можна зобразити в iншiй формi через часи релаксацiй. ЛДВ P й Q є полiно-
мами вiд параметра D, i їх можна розкласти на множники i представити в такому виглядi:

Pk =
k−l∏

i=1

(D − µi), Qk = DjMR

k−j∏

i=1

(D − λi), (9)

де j = 0, коли ЛДВ Q має АК, i j = 1 у протилежному випадку; l = 1 у випадку, коли
РТ є квазiв’язким, i l = 0, коли РТ буде квазiпружним, λi й µi — коренi характеристичних
полiномiв Q й P вiдповiдно, якi виражаються через часи релаксацiй: λi = −τ−1

i , µi = −ν−1
i ,

де τi — часи релаксацiї напруг при постiйнiй деформацiї, а νi — часи релаксацiї деформацiй
при постiйнiй напрузi, MR — релаксуючий модуль.

Виразимо далi коренi характеристичних полiномiв через часи релаксацiй та прийдемо
в пiдсумку до такої форми запису РР системи (5) через часи релаксацiй:

ak−1

k−1∏

i=1

(D + µi)σ = ηRk Dbk−1

k−1∏

i=1

(D + λi)ε (N2k−1),

ak

k∏

i=1

(D + µi)σ = ηRk Dbk−1

k−1∏

i=1

(D + λi)ε (H2k),

ak−1

k−1∏

i=1

(D + µi)σ = ER
k bk

k∏

i=1

(D + λi)ε (N2k),

ak

k∏

i=1

(D + µi)σ = ER
k bk

k∏

i=1

(D + λi)ε (H2k+1).

(10)

Представлення РТ у формi (10) порiвняємо з розбиттям РТ за Блендом [6]:

n+1∏

i=1

(D + µi)σ = E

N∏

j=1

(D + λj)Dε (B1),

n∏

i=1

(D + µi)σ = E

N∏

j=1

(D + λj)ε (B2),

n∏

i=1

(D + µi)σ = η′
N∏

j=1

(D + λj)Dε (B3),

n−1∏

i=1

(D + µi)σ = η′
N∏

j=1

(D + λj)ε (B4),

(11)

де n — число нормальних координат, за допомогою яких описується деформацiя в РТ.
Зауважимо, що в формулi B4 (формула (85) на с. 62 у [6]) показники над добутками

треба взяти на одиницю менше.
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Таке представлення певним чином пов’язується з стандартною формою РТ k-го ран-
гу (5): B1 ∽ H2k, ∽ H2k+1, B3 ∽ N2k−1, B4 ∽ N2k.

Знайдемо зв’язок мiж кiлькiстю нормальних координат у РТ N i його рангом k, а також
мiж релаксуючими модулями ER

k й ηRk та параметрами η′ й E, враховуючи, що за теоремою

Вiєта: 1/an =
n∏

i=1
(−1)iµi =

n∏
i=1

τ−1
i i 1/bn =

n∏
i=1

(−1)iλi =
n∏

i=1
ν−1
i . Система рiвнянь (10)

набуде такого вигляду:
k−1∏

i=1

τi

k−1∏

i=1

(D + µi)σ = ηRk D

k−1∏

i=1

νi

k−1∏

i=1

(D + λi)ε (N2k−1),

k∏

i=1

τi

k∏

i=1

(D + µi)σ = ηRk D

k−1∏

i=1

νi

k−1∏

i=1

(D + λi)ε (H2k),

k−1∏

i=1

τi

k−1∏

i=1

(D + µi)σ = ER
k

k∏

i=1

νi

k∏

i=1

(D + λi)ε (N2k),

k∏

i=1

τi

k∏

i=1

(D + µi)σ = ER
k

k∏

i=1

νi

k∏

i=1

(D + λi)ε (H2k+1),

(12)

звiдки, порiвнюючи системи (10) i (11), знаходимо, що k = N + 1 для перших двох рiвнянь
систем (10), i k = N для iнших.

Прив’язка до нормальних координат не дозволяє впорядкувати РТ за рангом. Для того,
щоб досягти вiдповiдностi мiж представленням РР у формi (10) й (11), треба для випад-
кiв (коли в виразi для деформацiї (12) константа η−1 = 0) збiльшити на одиницю число
нормальних координат. Ще треба зауважити, що використання нормальних координат по-
в’язане iз значними математичними труднощами, чого позбавлений пропонований метод
розбиття РТ на класи i побудови РТ високого рангу. Використання пропонованого ал-
горитму дозволяє отримати РТ високого рангу i позбавитись виродження за допомогою
рiвняння балансу (9).
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E.M. Bytsan’

Some peculiarities of a generalized rheological body

The structure of rheological bodies with arbitrary number of elements is analyzed. Conditions for
the nonsingularity of rheological bodies are formulated. It is shown that the rheological bodies of
a certain class are subdivided into two types — quasielastic and quasiviscous, each one of them
having two kinds dependent on whether the coefficient of deformation in the rheological equation
has or has not an additive constant.
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