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Про унiтаризацiю нерозкладних зображень примiтивних

частково впорядкованих множин скiнченного типу

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Ю.С. Самойленком)

Для кожної примiтивної частково впорядкованої множини скiнченного типу наведено

набiр характерiв, яких достатньо для унiтаризацiї всiх нерозкладних зображень даної

множини.

Теорiя зображень частково впорядкованих множин (чвм) у лiнiйних векторних просторах
є однiєю з класичних тематик лiнiйної алгебри (див. [1, 2] та iн.).

З iншого боку, при вивченнi унiтарних зображень чвм в гiльбертових просторах з то-
чнiстю до унiтарної еквiвалентностi майже вiдразу виникають дуже складнi ∗-дикi задачi
(у сенсi [3, 4]). Так, опис усiх трiйок пiдпросторiв S = (H;H1,H2,H3) таких, що H2 ⊂ H3

з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi — вже ∗-дика задача (див. [5]). Але якщо розглядати
зображення примiтивних чвм у гiльбертових просторах, додавши лiнiйне спiввiдношення

α1P1 + · · · + αnPn = γI, αk > 0, k = 1, . . . , n; γ > 0,

що пов’язує ортопроектори Pk (k = 1, . . . , n) на вiдповiднi пiдпростори, то виникає теорiя,
близька до теорiї зображень чвм у лiнiйних просторах. Бiльше того, у випадку примiтив-
них чвм скiнченного типу кожне нерозкладне лiнiйне зображення такої чвм унiтаризується
з певними характерами χ = (α1, . . . , αn; γ), тобто еквiвалентне ортоскалярному зображен-
ню з характером χ. У роботi [6] для кожного нерозкладного зображення примiтивних чвм
скiнченного типу описується множина характерiв, з якими воно унiтаризується (див. п. 1).

Мета даної роботи — для кожної примiтивної чвм скiнченного типу описати такий набiр
характерiв, якого вже достатньо для унiтаризацiї всiх нерозкладних зображень цiєї чвм.

1. Про унiтаризацiю зображень частково впорядкованих множин. Частково
впорядкована множина P називається примiтивною i позначається (k1, . . . , km), якщо це
кардинальна сума m лiнiйно впорядкованих множин, що мають потужнiсть k1, . . . , km вiд-
повiдно. У цiй роботi розглядатимемо тiльки такi чвм.

Зображенням (лiнiйним зображенням) π чвм P у скiнченновимiрному комплексному
векторному просторi V = V (π) (розглядатимемо над полем C) називають вiдповiднiсть, за
якою кожному елементу ai множини P ставиться у вiдповiднiсть пiдпростiр Vi векторного
простору V , причому Vi ⊆ Vj , якщо ai ≺ aj в P.

Позначатимемо зображення таким чином: π = (V ;V1, . . . , Vn), де n — потужнiсть чвм.
Вектор D = (d; d1, d2, . . . , dn), де d = dimV , di = dimVi, i = 1 . . . n, називають розмiрнiстю
зображення π чвм P. Зображення чвм розглядаються з точнiстю до еквiвалентностi. Два
зображення π = (V ;V1, . . . , Vn) та π̃ = (Ṽ ; Ṽ1, . . . , Ṽn) еквiвалентнi, якщо iснує iзоморфiзм
просторiв C : V → Ṽ такий, що C(Vi) = Ṽi для всiх ai ∈ P. Кажуть, що зображення π є роз-
кладним, якщо воно еквiвалентне прямiй сумi нетривiальних зображень цiєї чвм. Iнакше
зображення називається нерозкладним.
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Чвм P має скiнченний (лiнiйний) зображувальний тип, якщо iснує лише скiнченна
кiлькiсть нерозкладних зображень чвм P з точнiстю до еквiвалентностi. Вiдомо (див. [2]),
що примiтивнi чвм скiнченного типу вичерпуються такими: (k) для всiх k ∈ N (лiнiйно
впорядкованi множини); (k1, k2) для всiх k1, k2 ∈ N; (k, 1, 1) для всiх k ∈ N; (2, 2, 1); (3, 2, 1);
(4, 2, 1).

Унiтарним зображенням чвм P називається таке зображення π = (V ;V1, . . . , Vn), для
якого V = H — унiтарний простiр i елементам чвм вiдповiдають його пiдпростори. При
цьому унiтарнi зображення розглядаються з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi (опе-
ратор C в означеннi еквiвалентностi має бути унiтарним).

Унiтарне зображення π = (H;H1, . . . ,Hn) називається незвiдним, якщо W ∗-алгебра, по-
роджена ортопроекторами {Pk} на пiдпростори {Hk}, збiгається з L(H). При цьому задача
опису всiх незвiдних зображень з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi є ∗-дикою для всiх
чвм крiм дуже вузького класу (серед примiтивних не ∗-дикими є задачi опису всiх незвi-
дних зображень, з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi лише для ланцюгiв i множини
(1, 1)), зокрема для P = (1, 2) вже неможливо описати всi незвiднi зображення з точнiстю
до унiтарної еквiвалентностi (див. [5]).

Далi ми розглядатимемо такi зображення, для яких виконується умова

α1P1 + · · · + αnPn = γI, (1)

де αi, i = 1, . . . , n; γ — додатнi дiйснi числа. Такi зображення утворюють пiдкатегорiю
в категорiї унiтарних зображень. Називатимемо їх (додержуючись [7]) ортоскалярними,
а набори χ = (α1, . . . , αn; γ) — характерами вiдповiдних зображень.

Кажуть, що чвм P має скiнченний гiльбертiв тип, якщо для будь-якого характеру χ

iснує лише скiнченна кiлькiсть незвiдних ортоскалярних зображень чвм P з характером χ

з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi.
Як i в лiнiйному випадку, примiтивна чвм P має скiнченний гiльбертiв тип тодi i тiльки

тодi, коли вона не мiстить жодної з чвм (1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5), тобто тодi i тiльки
тодi, коли вона має скiнченний лiнiйний тип (див., напр., [8]).

Кажуть, що лiнiйне зображення π = (V ;V1, . . . , Vn) чвм P унiтаризується з характе-
ром χ = (α1, . . . , αn; γ) ∈ R

n+1
+ , якщо в просторi V можна ввести скалярний добуток (·, ·)

таким чином, щоб ортопроектори на вiдповiднi пiдпростори Pi : V → V задовольняли спiв-
вiдношення (1) (див. [9]).

Зауваження 1. Лiнiйне зображення π чвм P унiтаризується з характером χ тодi i тiльки
тодi, коли воно еквiвалентне деякому ортоскалярному зображенню Π цiєї чвм з характе-
ром χ.

З роботи [7] безпосередньо випливає, що унiтаризацiя зображень примiтивних чвм з фi-
ксованим характером χ чвм єдина з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi, якщо вона iснує.

Зауваження 2. Лiнiйне зображення π може, взагалi кажучи, унiтаризуватися з бага-
тьма рiзними характерами. Опис усiх характерiв, з якими унiтаризуються зображення всiх
примiтивних чвм скiнченного типу, наведено в роботi [6], а чвм (1, 1, 1, 1) — в роботi [9].

Зауваження 3. Нескладно навести приклад, коли ортоскалярнi зображення з рiзними
характерами, яким еквiвалентне зображення π, можуть бути унiтарно нееквiвалентними.

2. Про характери, з якими унiтаризуються всi нерозкладнi зображення при-

мiтивних чвм скiнченного типу. Наведена нижче теорема для кожної з примiтивних
чвм скiнченного типу P дає опис характерiв ΣP , яких вже достатньо для того, щоб кожне
нерозкладне лiнiйне зображення чвм P унiтаризувалось з характером з ΣP .
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Теорема 1. Для чвм P кожне нерозкладне лiнiйне зображення унiтаризується з де-
яким характером з множини ΣP :

• ∀ k ∈ Z : Σ(k) = {(1, . . . , 1; γ) | γ = 0, 1, . . . , k};

• ∀ k1, k2 ∈ Z : Σ(k1;k2) = {(1, . . . , 1; 1, . . . , 1; γ) | γ = 0, 1, . . . , k1 + k2};

• ∀ k ∈ Z : Σ(k;1;1) = {(1, . . . , 1; 1; 1; γ) | γ = 0, 1, . . . , k + 2}
⋃

⋃{
(1, . . . , 1; l1; l1; γ) | γ = 3

2 l1,
3
2 l1 + l2, де l1, l2 = 0, . . . , k, i l1 + l2 6 k

}
;

• Σ(2;2;1) =

{
(1, 1; 1, 1; 1; γ) | γ = 0, 1,

3

2
, 2,

7

3
,
5

2
,
8

3
, 3,

7

2
, 4, 5

}⋃
{(1, 1; 1, 1; 2; 3)}

⋃

⋃
{(1, 1; 1, 2; 2; 3)}

⋃
{(1, 2; 1, 1; 2; 3)}

⋃
{(2, 1; 1, 1; 2; 4)}

⋃
{(1, 1; 2, 1; 2; 4)};

• Σ(3;2;1) =

{
(1, 1, 1; 1, 1; 1; γ) | γ = 0, 1,
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, 2,
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3
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11

3
, 4,

9

2
, 5, 6

}⋃

⋃{
(1, 1, 1; 1, 1; 2; γ) | γ = 3,

17

4

}⋃
{(1, 1, 1; 1, 2; 2; 3)}

⋃
{(1, 1, 2; 1, 1; 2; 3)}

⋃

⋃
{(2, 1, 1; 1, 1; 2; 4)}

⋃
{(1, 1, 1; 2, 1; 2; γ) | γ = 4, };

• Σ(4;2;1) =

{
(1, 1, 1, 1; 1, 1; 1; γ) | γ = 0, 1,
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, 2,
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3
, 3,
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3
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7

2
,
11

3
, 4,

13

3
,
9

2
,
14

3
, 5,

11

2
, 6, 7

}⋃
{(1, 1, 1, 1; 1, 1; 2; 3)}

⋃
{(1, 1, 1, 1; 1, 2; 2; 3)}

⋃

⋃
{(1, 1, 1, 2; 1, 1; 2; 3)}

⋃
{(2, 1, 1, 1; 1, 1; 2; 4)}

⋃
{(1, 1, 1, 1; 2, 1; 2; 4)}

⋃

⋃
{(1, 1, 1, 1; 1, 1; 3; 4)}

⋃
{(1, 1, 1, 1; 1, 2; 3; 3)}

⋃
{(1, 1, 1, 2; 1, 1; 3; 3)}

⋃

⋃
{(2, 1, 1, 1; 1, 1; 3; 4)}

⋃
{(1, 1, 1, 1; 2, 1; 3; 4)}.

Доведення. Для чвм (k) та (k1, k2) твердження очевидне, бо всi нерозкладнi зобра-
ження цих множин одновимiрнi. Для решти чвм цей факт отримується з опису всiх хара-
ктерiв, з якими унiтаризується кожне нерозкладне зображення вiдповiдної чвм (див. тео-
рему 3.2 [6]).

Для кожного нерозкладного зображення фiксованої примiтивної чвм скiнченного типу,
яке з точнiстю до еквiвалентностi визначається узагальненою розмiрнiстю, вказанi умови
на χ, за яких це зображення унiтаризується з характером χ. Усi цi умови складаються
з певної кiлькостi нерiвностей i рiвностi слiду:

k1∑

i=1

αidi +

k2∑

j=1

βidk1+j +

k3∑

l=1

δldk1+k2+l = γd.

Таким чином, остання компонента характеру, з яким унiтаризується зображення, од-
нозначно визначається за попереднiми i вектором узагальненої розмiрностi даного зобра-
ження. Тому далi розглядатимемо замiсть характерiв вектори χ̂ = (α1, . . . , αk1 ;β1, . . . , βk2 ;
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δ1, . . . , δk3). З умов на характери, з теореми 3.2 [6] отримаємо нерiвностi, якi мають задо-
вольняти χ̂. Отже, для кожного зображення π маємо область Dπ в R

k1+k2+k3
+ , в якiй лежать

першi k1 + k2 + k3 компонент характерiв, з якими унiтаризується дане зображення.
Розглянемо розбиття нерозкладних зображень чвм P на групи так, щоб перетин обла-

стей Dπ за всiма π з фiксованої групи не був порожнiй i виберемо серед розбиттiв те, що
має найменшу кiлькiсть груп зображень. Вiзьмемо по одному представнику χ̂ з кожного
такого перетину i доповнимо їх останнiми координатами (знайденими з рiвностей слiду),
отримаємо вказанi в умовi набори характерiв.

Зауваження 4. Якщо вилучити якийсь елемент з набору ΣP знайдеться нерозкладне
зображення чвм P, яке не буде унiтаризуватись з жодним з характерiв, що залишаться.

Автор висловлює щиру подяку проф. Ю.С. Самойленку за постановку задачi та постiйну

увагу пiд час написання роботи.
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On the unitarization of indecomposable representations of primitive

partially ordered sets of finite type

Some collection of characters sufficient for the unitarization of all indecomposable linear representa-

tions of all primitive partially ordered sets of finite type is described.
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