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Пропонується новий метод обчислення коефiцiєнтiв Фур’є при математичному моде-
люваннi в комп’ютернiй томографiї тригонометричними полiномами Фур’є або Фейєра.
Метод полягає в замiнi проекцiй (iнтегралiв вiд функцiї f(x, y) вздовж заданого набору
напрямкiв) вiдповiдними сумами вейвлетiв. Розглянуто приклади.

Методи комп’ютерної томографiї на сьогоднi є найбiльш ефективними при дослiдженнi
внутрiшньої структури тривимiрного тiла без його руйнування i знаходять застосування
у все бiльшiй i бiльшiй кiлькостi наукових та технiчних сфер дiяльностi людини — медицинi,
астрономiї, астрофiзицi та фiзицi атмосфери Землi, при дiагностицi плазми, у радiолокацiї,
оптицi, при аналiзi теплообмiну в поверхневому шарi океану, у геологiї, геофiзицi, фiзiологiї,
при неруйнiвному контролi якостi об’єктiв (дефектоскопiї), у мiкроскопiї та iнших галузях
науки i технiки.

У бiльшостi алгоритмiв розв’язання плоскої задачi радонiвської комп’ютерної томогра-
фiї використовують пряме та обернене перетворення Радона. Їх аналiз показує, що задачу
оптимiзацiї кiлькостi проекцiй для вiдновлення функцiй iз заданих класiв (тобто вiднов-
лення об’єктiв з характеристиками, що описуються функцiями iз заданих класiв) поки що
не розв’язано. Таким чином, актуальною є задача розробки i дослiдження нових методiв
розв’язання плоскої задачi радонiвської комп’ютерної томографiї (зокрема, рентгенiвської),
якi можуть використовувати нетрадицiйнi схеми сканування.

Метою даної роботи є розробка та дослiдження нового методу наближеного обчислення
коефiцiєнтiв Фур’є функцiй двох змiнних з використанням вейвлетiв та проекцiй iз спецiаль-
но сконструйованою системою сканування, тiсно пов’язаною з формулою для коефiцiєнтiв
Фур’є.

У роботi [1] (див. також [2, 3]) запропоновано i дослiджено новий метод розв’язання
плоскої задачi радонiвської комп’ютерної томографiї. В основi методу лежать оригiналь-
нi формули обчислення коефiцiєнтiв Фур’є функцiй двох змiнних за допомогою проекцiй
вздовж деякої системи лiнiй, що перетинають об’єкт дослiдження. Важливими особливостя-
ми вказаного методу є система сканування, тiсно пов’язана з формуванням для коефiцiєнтiв
Фур’є, вiдмiнна вiд iснуючих [4–6], та замiна тригонометричних функцiй кусково-сталими
сплайнами найкращого рiвномiрного наближення.

У данiй роботi коефiцiєнти Фур’є обчислюються за допомогою проекцiй шляхом вико-
ристання вейвлетiв. Наводяться явнi вирази для обчислення коефiцiєнтiв Фур’є, а також
приклади.
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Деякi допомiжнi твердження. Будемо використовувати такi формули.
Лема 1. При обчисленнi коефiцiєнтiв Фур’є Ck,l для k = 0, l = 0; k > 0, l = 0; k = 0,

l > 0 за допомогою проекцiй (даних Радона) справедливi такi рiвностi:

C00 =

1∫

0

1∫

0

f(x, y) dxdy =

1∫

0

γ2(y) dy, γ2(y) =

1∫

0

f(x, y) dx; (1)

Ck,0 =

1∫

0

1∫

0

f(x, y)e−i2πkxdxdy =

1∫

0

γ1(x)e−i2πkxdx, γ1(x) =

1∫

0

f(x, y) dy; (2)

C0,l =

1∫

0

1∫

0

f(x, y)e−i2πlydxdy =

1∫

0

γ2(y)e−i2πlydy. (3)

При k < 0 маємо C−|k|,0 = C|k|,0; C0,−|l| = C0,|l|.
Для k > 1, l > 1:
1) при k > l: Ck,l = I1 + I2 + I3,

I1 = l

1∫

0

F1(ul)e−i2πuldu

k2 + l2
, I2 =

k − l

k2 + l2

1∫

0

e−i2π[l+z(k−l)]F2(l + z(k − l)) dz,

I3 = l

1∫

0

F3(k + zl)e−i2π(k+zl)

k2 + l2
dz,

де

F1(t) =

k
l
t∫

− l
k
t

f

(
kt − lv

k2 + l2
,
lt + kv

k2 + l2

)
dv, F2(t) =

k2
+l2−lt

k∫

− l
k
t

f

(
kt − lv

k2 + l2
,
lt + kv

k2 + l2

)
dv,

F3(t) =

1

k
[k2+l2−lt]∫

1

l
[−k2−l2+kt]

f

(
kt − lv

k2 + l2
,
lt + kv

k2 + l2

)
dv;

2) при k < l: Ck,l = I1 + I2 + I3;
3) при k > l > 0: Ck,−l = I1 + I2 + I3;
4) при 0 < k < l: Ck,−l = I1 + I2 + I3, можна написати аналогiчнi формули.
Для значень k, l, що задовольняють умови k, l 6 −1, виконується рiвнiсть

C−k,−l = Ck,l; C−k,l = Ck,−l (4)

Вiдзначимо, що наведенi вище функцiї Fµ, µ = 1, 2, 3, є проекцiями, отриманими iнтег-
руванням функцiї f(x, y) вздовж прямих, що перетинають квадрат [0, 1]2 i проходять пара-
лельно прямим kx + ly = t. На практицi вказанi експериментальнi данi можуть бути отри-
манi за допомогою комп’ютерного томографа для дискретного набору значень змiнної t.
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Метод, що пропонується у данiй роботi, полягає у замiнi вказаних функцiй Fµ скiнчен-
ними сумами вейвлетiв, коефiцiєнти яких використовують для обчислення значення функ-
цiй Fµ у дискретних наборах їх аргументiв.

Основнi твердження. У теоремi 1 наведенi явнi вирази для наближеного обчислен-
ня коефiцiєнтiв Фур’є запропонованим методом шляхом замiни функцiй Fµ скiнченними
сумами вейвлетiв Хаара.

Теорема 1. Для наближеного обчислення коефiцiєнтiв Фур’є iз використанням вейв-
летiв Хаара за допомогою дискретного набору проекцiй справедливi формули

C0,0 ≈ C0,0,M =
1

M

M∑

p=1

γ1p =
1

M

M∑

q=1

γ2q, Ck,0 ≈ Ck,0,M =

M∑

p=1

γ1pe
−i p

M ,

C0,l ≈ C0,l,M =
M∑

q=1

γ2qe
−i

q

M , Ck,l ≈ Ck,l,N = Ik,l,N1
+ Ik,l,N2

+ Ik,l,N3
, k > l > 1,

Ik,l,N1
=

l

k2 + l2

(
e
−i2π l

N1 − 1

−i2πl

) N1−1∑

q=0

F̃1

(
zq + zq+1

2

)
e
−i2π

q

N1
l
,

F̃1(z) = F1(zl), zq =
q

N1
,

Ik,l,N2
=

k − l

k2 + l2

(
e
−i2π k−l

N2 − 1

−i2π(k − l)

) N2−1∑

q=0

F̃2

(
zq + zq+1

2

)
e
−i2π q

N2
(k−l)

, якщо k > l;

Ik,k,N2
= 0; F̃2(z) = F2(l + z(k − l)), zq =

q

N2
,

Ik,l,N3
=

l

k2 + l2

(
e
−i2π l

N3 − 1

−i2πl

) N3−1∑

q=0

F̃3

(
zq + zq+1

2

)
e
−i2π

q

N3
l
,

F̃3(z) = F3(k + zl), zq =
q

N3
.

Аналогiчнi формули можна написати також для Ck,l при k < l; Ck,−l при k > l та k < l.
Числа N1, N2, N3 задавались за такими формулами (l > k): N1 = kN , N2 = (l − k)N ,
N3 = kN , де N — число, вибором якого досягається потрiбна точнiсть. В основi методу
отримання цих формул лежить метод Файлона (див., напр., [7, с. 207]).

Теорема 2. Похибка |Ck,l − Ck,l,N | наближення коефiцiєнтiв Фур’є Ck,l для функцiй
f(x, y) ∈ Cr[0, 1]2 формулами Ck,l,N для випадку, коли функцiї Fµ, µ = 1, 2, 3, наближу-
ються вейвлетами Wµ,Nµ , справедлива оцiнка зверху:

|Ck,l − Ck,l,N | 6 ‖Fµ(·) − Wµ,Nµ(·)‖C[0,1].

За даним методом проведений обчислювальний експеримент, у якому для вiзуалiзацiї
f(x, y) використовувались суми Фур’є

SF (x, y,N) =
+N∑

k=−N

+N∑

ℓ=−N

ck,ℓe
i2π(kx+ℓy)
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i Фейєра

SFE(x, y,N) =
+N∑

k=−N

+N∑

ℓ=−N

(
1 −

|k|

N + 1

)(
1 −

|l|

N + 1

)
ck,ℓe

i2π(kx+ℓy).

Приклади. У наведених нижче прикладах використовувались розклади функцiй Fµ,
µ = 1, 2, 3, за сумами вейвлетiв Хаара, коефiцiєнти яких обчислювались за допомогою фор-
мул центральних прямокутникiв. Для тестування вибирались такi функцiї:

f1(x, y) =

{
1, |x − 0,5| 6 a, |y − 0,5| 6 b,
0, в iнших випадках,

f2(x, y) =

{
((x − 0,5)2 − a2)((y − 0,5)2 − b2), |x − 0,5| 6 a, |y − 0,5| 6 b,
0, в iнших випадках,

f3(x, y) =

{
((x − 0,5)2 − a2)2((y − 0,5)2 − b2)2, |x − 0,5| 6 a, |y − 0,5| 6 b,
0, в iнших випадках,

f4(x, y) =

{
1, (x − 0,5)2 + (y − 0,5)2 6 r2,
0, в iнших випадках,

f5(x, y) =

{
r2 − ((x − 0,5)2 + (y − 0,5)2), (x − 0,5)2 + (y − 0,5)2 6 r2,
0, в iнших випадках,

f6(x, y) =

{
[r2 − ((x − 0,5)2 + (y − 0,5)2)]2, (x − 0,5)2 + (y − 0,5)2 6 r2,
0, в iнших випадках,

f7(x, y) =

{
1, w(x, y) > 0,
0, в iнших випадках,

де w = u + v +
√

u2 + v2, u = −(x − 0,5 − c)(x − 0,5 + c), v = −(x − 0,5 − d)(x − 0,5 + d),
a = b = c = d = r = 0,25.

Функцiї f1, f4, f7 — розривнi, f2, f5 ∈ C[0, 1]2, f3, f6 ∈ C1[0, 1]2.
Аналiзуючи результати (табл. 1) проведених експериментiв для фiнiтних функцiй

fν(x, y), ν = 1, 7, класу Cr[0, 1]2, r = 0, 1, можна зробити такий висновок: похибка на-
ближення коефiцiєнтiв Фур’є за модулем має порядок O(1/n), де n — кiлькiсть iнтервалiв
розбиття вiдрiзка [0, 1] при побудовi вейвлетiв Хаара.

Таблиця 1

Функцiя
ε = max

16k, l6N
|Ck,l − C̃k,l|

N = 8 N = 16 N = 32

f1(x, y) 1,253 · 10−3 1,306 · 10−3 1,306 · 10−3

f2(x, y) 1,743 · 10−4 1,766 · 10−4 1,866 · 10−4

f3(x, y) 6,598 · 10−5 6,598 · 10−5 6,61 · 10−5

f4(x, y) 4,736 · 10−4 4,968 · 10−4 4,968 · 10−4

f5(x, y) 8,739 · 10−5 8,739 · 10−5 8,739 · 10−5

f6(x, y) 8,723 · 10−5 8,723 · 10−5 8,723 · 10−5

f7(x, y) 9,166 · 10−4 9,23 · 10−4 9,23 · 10−4
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O.N. Lytvyn, S. I. Kulyk

Mathematical modeling in computer tomography with the use

of wavelets

A new method of calculation of the Fourier coefficients for the mathematical modeling in computer
tomography by trigonometric Fourier and Fejer sums is presented. In this method, projections (the
integrals of a function f(x, y) along the given set of directions) are changed by wavelet sums.
Examples are given.
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