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Усамiтненi хвилi з компактним носiєм
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Встановлено умови iснування в моделi гетерогенного середовища однопараметричної

сiм’ї компактонних розв’язкiв.

Поширення швидких, iнтенсивних хвильових процесiв у середовищах в основному супро-
воджується ефектами, пов’язаними з дискретнiстю його структури. Найбiльш просто такi
явища розглядаються у випадку середовищ з дальнiм порядком розташування його струк-
турних елементiв. Зокрема, в статтях В.Ф. Нестеренка [1, 2] вивчались особливостi поши-
рення нелiнiйних поздовжнiх коливань у ланцюгу осциляторiв сферичної форми, рiвняння
руху яких має такий вигляд:

üi = A(ui−1 − ui)
n − A(ui − ui+1)

n, (1)

де ui — змiщення центру маси i-го тiла. Система (1) репрезентує собою найпростiшу одно-
вимiрну нелiнiйну модель гетерогенного зернистого середовища. В рамках числового та
експериментального вивчення моделi (1) було зазначено [1, 2], що при iмпульсному наванта-
женнi в системi стальних куль спостерiгалось формування стацiонарних усамiтнених хвиль
з властивостями, iстотно вiдмiнними вiд солiтонiв рiвняння КдВ: їх характерний просторо-
вий розмiр не залежить вiд амплiтуди збурення, нелiнiйна залежнiсть фазової швидкостi
усамiтненої хвилi вiд максимуму масової швидкостi, взаємодiя їх майже “пружна”. Вка-
занi властивостi певною мiрою притаманнi компактонам — розв’язкам рiвнянь з K(m,n)
iєрархiї [3–5].

Як показано в статтi [2], з рiвняння (1) у довгохвильовому континуальному наближеннi
можна отримати нелiнiйне хвильове рiвняння:

utt = −C2{(−ux)n + β[(−ux)(n−1)/2((−ux)(n+1)/2)xx]}x, (2)

де C2 = Aan+1, β = na2/(6(n + 1)), a — вiдстань мiж центрами куль.
С. Гаврилюк та С. Шургiн у публiкацiї [6] довели, що рiвняння (2) при замiнi ut → χ,

ux → σ формально можна звести до системи рiвнянь гiдродинамiчного типу:

σt − χx = 0, χt + px = 0,

p = −C2{(−σ)n + β[(−σ)(n−1)/2((−σ)(n+1)/2)xx]}.
(3)

Наявнiсть компактонних розв’язкiв у системах гiдродинамiчного типу, якi враховують
нелокальнi ефекти, показано в роботах [7, 8]. Система (3) аналогiчна системi з [8], однак мiс-
тить деякi вiдмiннi риси, якi зумовлюють у кiнцевому випадку значну рiзницю отриманих
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результатiв (порiвняльний аналiз компактонних розв’язкiв буде проведений в заключнiй
частинi даного повiдомлення).

Отже, дослiдження рiвняння (2) мотивованi тим, що воно є континуальним аналогом
системи (1), яка має компактоннi розв’язки. З iншого боку, цiкавiсть до неї викликана тiєю
обставиною, що до недавнього часу в лiтературi на компактонну тематику переважали
дослiдження абстрактних рiвнянь типу членiв K(m,n) iєрархiї [3]. Пред’явлення фiзично
змiстовних моделей з компактонами дозволить наповнити практичним змiстом цю швидко
прогресуючу область математичної фiзики.

Компактоннi розв’язки рiвняння (2). Пошук компактонiв цього рiвняння будемо
проводити у множинi розв’язкiв типу хвилi, яка бiжить, тобто таких, якi залежать вiд однiєї
змiнної ξ = x−Dt (тут D — швидкiсть хвилi). Використовуючи новi змiннi ut = V , ux = −σ
у спiввiдношеннi (2), отримаємо таку систему:

σt + Vx = 0,

Vt + C2{σn + β[σ(n−1)/2(σ(n+1)/2)xx]}x = 0.
(4)

Припустимо, що σ = S(ξ), V = U(ξ). Тодi перше рiвняння системи (4) iнтегрується
в квадратурах

U = DS + L, L = const, (5)

а iнше — наведемо з урахуванням (5):

−D2S + C2{Sn + βS(n−1)/2(S(n+1)/2)′′} = 0, (6)

де (·)′ = d/dξ. Для того щоб ввести нову функцiю W = −S′ та незалежну змiнну T у вiд-
повiдностi з спiввiдношенням

d

dT
= δSn−1 d

dξ
≡ β

n + 1

2
C2Sn−1 d

dξ
,

перепишемо формулу (6) у виглядi гамiльтонової системи

dS

dT
= −δSn−1W = − ∂H

∂W
,

dW

dT
= −D2S + C2

{

Sn + β
n2 − 1

4
Sn−2W 2

}

=
∂H

∂S

(7)

з функцiєю Гамiльтона

H(W,S) =
1

2
δSn−1W 2 + C2 Sn+1

n + 1
− 1

2
D2S2. (8)

Система (7) має двi особливi точки (ОТ): точку (0, 0), розташовану на лiнiї непродовжу-
ваностi розв’язкiв S = 0, i точку (S1, 0), S1 = (D/C)2/α, α = n−1, розташовану на додатнiй
частинi горизонтальної осi. Аналiз матрицi Якобi

J
∣

∣

∣S=S1

W=0

=
∂(−∂H/∂W, ∂H/∂S)

∂(S,W )

∣

∣

∣

∣S=S1

W=0

=

[

0 −δSn−1
1

−D2 + C2nSn−1
1 0

]
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показує, що ОТ (S1, 0) буде центром при α > 0. Iнша ОТ при деяких додаткових припу-
щеннях є топологiчним сiдлом.

Таким чином, аналогiчно, як це має мiсце у випадку редукцiї рiвнянь K(m,n) iєрархiї [7],
у фазовiй площинi (S,W ) — скiнченна область, заповнена перiодичними траєкторiями, що
оточують ОТ (S1, 0). Обмеженням цiєї областi є гомоклiнiчна траєкторiя, яка i є образом
шуканого компактону.

Надалi аналiз буде проводитись аналiтичними засобами, оскiльки внаслiдок гамiльто-
новостi системи (7), її розв’язки можна зобразити у виглядi квадратур:

W 2 =
2

δSn−1

{

K + D2 S2

2
− C2 Sn+1

n + 1

}

, (9)

де K — стале значення функцiї H(W,S) на данiй фазовiй траєкторiї. Шуканий розв’язок,
який описує компактон, отримаємо за умови K = 0:

W = ±
√

2

δ

[

D2

2
S2−α − C2

n + 1
S2

]

. (10)

При 0 < α < 2 формула (10) описує замкнену криву, двоасимптотичну до ОТ (0, 0).
Iнша точка перетину траєкторiї (10) з горизонтальною вiссю визначається формулою

S∗ =

[

D2(n + 1)

2C2

]1/α

.

Елементарний аналiз показує, що S1 < S∗ при n > 1 вiдповiдно до попереднiх припу-
щень. Таким чином, за вказаних вище умов динамiчна система (7) повторює геометричну
конфiгурацiю, що має мiсце у випадку систем звичайних диференцiальних рiвнянь, пород-
жених редукцiєю рiвнянь K(m,n) iєрархiї [3, 7]. ОТ (0, 0) лежить на лiнiї непродовжуваностi
розв’язкiв S = 0, звiдси виходить, що гомоклiнiчна траєкторiя “проходить” за скiнченний
час. Зшиваючи розв’язок, вiдповiдний гомоклiнiцi, з нульовим сталим розв’язком, отримає-
мо компактон. При n = 2 (α = 1) цей розв’язок знаходимо в аналiтичному виглядi. А саме,
при α = 1 спiввiдношення (10) є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними

W =
dS

dξ
=

√

2

δ

[

D2S

2
− C2

3
S2

]

,

яке можна навести так:

d

(

S

∆
− 1

)

√

1 −
(

S

∆
− 1

)2
=

2

3
√

β
dξ, (11)

де ∆ = 3D2/(4C2). Iнтегруючи рiвняння (11), отримаємо:

S =















∆

[

1 + sin
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2

3
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2
,

0,
2

3
√

β
(ξ − ξ0) >

3π

2
∨ 2

3
√

β
(ξ − ξ0) 6 −π

2
.

124 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2009, №3



На жаль, при iнших значеннях параметра α з iнтервалу (0, 2) отримати аналiтичнi
розв’язки, якi виражаються в елементарних функцiях, не вдалося. Однак висунуте вище
твердження вiдносно характеру гомоклiнiчної траєкторiї залишається в силi.

Таким чином, нами показано, що рiвняння (2) має однопараметричну сiм’ю компактон-
них розв’язкiв, успадковуючи властивостi свого дискретного аналога (1). Слiд зазначи-
ти, що це поки що єдина континуальна модель гiдродинамiчного типу, в якiй компактон-
нi розв’язки утворюють однопараметричну сiм’ю. В гiдродинамiчнiй моделi, яка враховує
ефекти релаксацiї [7], кожному набору параметрiв вiдповiдає один-єдиний компактонний
розв’язок. У моделi гiдродинамiчного типу, розглянутiй у статтi [8], де враховуються ефек-
ти просторової нелокальностi, для кожного набору параметрiв iснує пара компактонiв, якi
рухаються з фiксованою швидкiстю у протилежних напрямах.
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