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Про слабку розв’язнiсть класу еволюцiйних варiацiйних

нерiвностей в нескiнченновимiрних просторах

(Представлено членом-кореспондентом НАН України В.В. Скопецьким)

Дослiджено клас еволюцiйних варiацiйних нерiвностей з wλ-псевдомонотонними вiд-
ображеннями. Методом штрафу доведено слабку розв’язнiсть для класу еволюцiйних
варiацiйних нерiвностей з iстотно нелiнiйними псевдомонотонними на W1 багатознач-
ними операторами. Одержано рiвномiрнi апрiорнi оцiнки в L1(S;V

∗) на похiднi набли-
жених розв’язкiв.

Багато важливих прикладних задач зводяться до так званих задач з одностороннiми гра-
ничними умовами або до варiацiйних нерiвностей, що породжують диференцiально-опера-
торнi включення. Найпростiшим прикладом подiбного роду є така проблема [1–4]: в облас-
тi Ω з границею Γ знайти розв’язок рiвняння ∆y = f такий, що на Γ виконуються умови

u > 0,
∂u

∂n
> 0, u

∂u

∂n
= 0.

Узагальнений розв’язок такої задачi задовольняє не iнтегральну тотожнiсть (як, наприклад,
у задачi Дiрiхле), а деяку iнтегральну нерiвнiсть, яку називають варiацiйною нерiвнiстю.

Новий роздiл теорiї рiвнянь у частинних похiдних — теорiя варiацiйних нерiвностей,
сформувався у 60-х роках минулого сторiччя. Джерелом для виникнення даної теорiї стала
задача iз теорiї пружностi — задача Сiньйорiнi, повнiстю вивчена в роботi Г. Фiкери [5],
в якiй було закладено основи теорiї варiацiйних нерiвностей. Потiм дослiдження варiацiйних
нерiвностей було продовжено в роботах Ж.-Л. Лiонса [4], Г. Стампакк’ї [6] та їхнiх учнiв.
Зокрема, розглядалася абстрактна постановка задач, що зводились до таких нерiвностей.

У цiй роботi дослiджується питання розв’язностi класу еволюцiйних варiацiйних нерiв-
ностей з багатозначними Wλ-псевдомонотонними вiдображеннями. З огляду на застосуван-
ня постає питання щодо розв’язностi еволюцiйної варiацiйної нерiвностi з оператором, який
зображається у виглядi монотонного та демiнеперервного оператора. Тим самим було б
доречно одержати узагальнення вiдомих результатiв, в яких умова обмеженостi похiдної
в означеннi псевдомонотонного оператора вiдсутня [4–15].

Постановка задачi. Нехай (V1, ‖ · ‖V1) та (V2, ‖ · ‖V2) — дiйснi рефлексивнi банаховi
простори, неперервно вкладенi в дiйсний гiльбертiв простiр (H, (·, ·)), такi, що для деякої
злiченної множини Φ ⊂ V = V1

⋂
V2, Φ — щiльна в просторах V , V1, V2 та в H. Пiсля

ототожнення H ≡ H∗ одержимо

V1 ⊂ H ⊂ V ∗
1 , V2 ⊂ H ⊂ V ∗

2

з неперервними та щiльними вкладеннями. Тут (V ∗
i , ‖·‖V ∗

i
) — топологiчно спряжений прос-

тiр до Vi вiдносно форми

〈·, ·〉Vi : V
∗
i × Vi → R,

яка збiгається на H × V зi скалярним добутком (·, ·) в H.
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Розглянемо функцiональнi простори Xi = Lri(S;H)
⋂
Lpi(S;Vi), i = 1, 2, де S = [0, T ] —

скiнченний iнтервал часу, 1 < pi 6 ri < +∞. Простори Xi є рефлексивними банаховими
просторами з нормами

‖y‖Xi = ‖y‖Lpi (S;Vi) + ‖y‖Lri (S;H).

Розглянемо також рефлексивний банахiв простiр X = X1
⋂
X2 з нормою ‖y‖X = ‖y‖X1 +

+ ‖y‖X2 . Нехай X∗
i — топологiчно спряжений простiр до Xi. Тодi

X∗ = X∗
1 +X∗

2 = Lq1(S;V
∗
1 ) + Lq2(S;V

∗
2 ) + Lr′1(S;H) + Lr′2(S;H),

де ri−1 + r′i
−1

= pi
−1 + qi

−1 = 1, i = 1, 2. Визначимо спарювання на X∗ ×X

〈f, y〉 =
∫

S

(f11(τ), y(τ))Hdτ +

∫

S

(f12(τ), y(τ))Hdτ +

∫

S

〈f21(τ), y(τ)〉V1dτ +

+

∫

S

〈f22(τ), y(τ)〉V2dτ =

∫

S

(f(τ), y(τ)) dτ,

де f = f11 + f12 + f21 + f22, f1i ∈ Lr′i(S;H), f2i ∈ Lqi(S;V
∗
i ), i = 1, 2. Вiдзначимо, що 〈·, ·〉

збiгається зi скалярним добутком в H = L2(S;H) на H × X.
Розглянемо нерефлексивний банахiв простiр W1 = {y ∈ X|y′ ∈ L1(S;V

∗)} з нормою
‖u‖W1 = ‖u‖X + ‖u′‖L1(S;V ∗), u ∈W1.Тут u′ — похiдна вiд елемента u ∈ X у сенсi простору
скалярних розподiлiв D∗(S;V ∗) = L(D(S);V ∗

w), з V = V1 ∩ V2; V ∗
w збiгається з V ∗ = V ∗

1 + V ∗
2

з топологiєю σ(V ∗, V ) [7].
Для строгого багатозначного вiдображення A : X ⇉ X∗ визначимо верхню [A(y), ω]+ =

= sup
d∈A(y)

〈d,w〉X i нижню [A(y), ω]_ = inf
d∈A(y)

〈d,w〉X опорнi функцiї, де y, ω ∈ X, а також

верхню ‖A(y)‖+ = sup
d∈A(y)

‖d‖X∗ i нижню ‖A(y)‖_ = inf
d∈A(y)

‖d‖X∗ норми [10, 11]. Позначимо

через Cv(X
∗) сiм’ю всiх непорожнiх замкнених опуклих обмежених пiдмножин з просто-

ру X∗. Далi, yn ⇀ y в X буде означати, що yn слабко збiгається до y в X.
Для багатозначних (у загальному випадку) вiдображень A : X1 ⇉ X∗

1 , B : X2 ⇉ X∗
2 ,

опуклої замкненої множини K ⊂ X (0 ∈ K) та фiксованої функцiї f ∈ X∗ ставиться задача
на пошук слабкого розв’язку еволюцiйної варiацiйної нерiвностi:

{
〈w′, w − y〉X + [A(y), w − y]+ + [B(y), w − y]+ > 〈f,w − y〉X ∀w ∈ K

⋂
W2,

y ∈ K.
(1)

Основнi результати. Уточнимо умови на параметри задачi (1), для якої доведемо слаб-
ку розв’язнiсть. При доведеннi використаємо метод штрафа [4]. Внаслiдок теореми Асплун-
да можемо вважати, що простiр V (разом iз топологiчно спряженим) є строго нормованим
рефлексивним банаховим простором. Як оператор штрафа β та опуклу множину K роз-
глянемо β(y)(t) = β(y(t)), K = K(t) для майже всiх t ∈ S, де β(v) = J(v − PKv), v ∈ V [4],
J : V → V ∗ визначається так:

‖J(v)‖V ∗‖v‖V = 〈J(v), v〉, ‖J(v)‖V ∗ = ‖v‖p−1
V ,
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PK — “ортогональний” проектор iз строго нормованого простору V на замкнену опуклу
множину K за нормою в V . Зауважимо, що β(v) = 0 ⇔ v ∈ K. Бiльше того, вiдображення
β : V → V ∗ обмежене, монотонне, демiнеперервне, а отже, β : X → X∗ — λ-псевдомонотонне
на X обмежене вiдображення [4, 15].

Означення 1. Строге багатозначне вiдображення A : X → Cv(X
∗) називається:

+-коерцитивним, якщо iснує дiйсна функцiя γ : R+ → R така, що γ(s) → +∞ при
s → +∞ та [A(y), y]+ > γ(‖y‖X )‖y‖X ∀ y ∈ X;

обмеженим, якщо ∀L > 0 ∃ l > 0 таке, що ‖A(y)‖+ 6 l ∀ y ∈ X: ‖y‖X 6 L;
монотонним, якщо [A(y1) − A(y2), y1 − y2]+ > 0 ∀ y1, y2 ∈ X;
λ0-псевдомонотонним на W1, якщо для довiльної {yn}n>1 ⊂W1, y0 ∈ X та деякого C > 0

таких, що yn ⇀ y0 в X, ∀n > 1 ‖y′n‖L1(S;V ∗) 6 C, dn ⇀ d0 в X∗, де dn ∈ A(yn) ∀n > 1,
iз нерiвностi

lim
n→∞

〈dn, yn − y0〉X 6 0

випливає iснування пiдпослiдовностi {ynk , dnk}k>1 ⊂ {yn, dn}n>1 такої, що

lim
k→∞

〈dnk , ynk − w〉X > [A(y0), y0 − w]− ∀w ∈ X.

Теорема 1. Нехай виконанi такi умови:
а) оператор A : X1 → Cv(X

∗
1 ) обмежений, λ0-псевдомонотонний на W1 та +-коерци-

тивний;
б) оператор B : X2 → Cv(X

∗
2 ) обмежений, λ0-псевдомонотонний на W1 та +-коерци-

тивний;
в) K ⊂ V — опукла замкнена множина, 0 ∈ V , intK 6= ∅.

Тодi, для довiльного f ∈ X∗ iснує розв’язок задачi (1).
Для довiльного ε > 0 розглянемо нове вiдображення

Aε(y) := A(y) +B(y) +
1

ε
β(y), y ∈ X.

Лема 1. Для довiльного ε > 0 оператор Aε обмежений, λ0-псевдомонотонний на W1

та коерцитивний, а задача




y′ε +A(yε) +B(yε) +
1

ε
β(yε) ∋ f,

yε(0) = 0, yε ∈W1,

має розв’язок yε такий, що

‖yε‖X 6 c, ‖A(yε)‖+ 6 c, ‖B(yε)‖X 6 c, ‖y′ε‖L1(S;V ∗) 6 c ∀ ε > 0,

для деякого c > 0, яке не залежить вiд ε > 0.
П р и к л ад . Розглянемо обмежену область Ω ⊂ R

n з достатньо гладкою межею ∂Ω, S = [0, T ],
Q = Ω× (0;T ), ΓT = ∂Ω× (0;T ). Нехай при i = 1, 2, mi ∈ N, N i

1 (вiдповiдно, N i
2) — число диферен-

цiювань за x порядку 6 mi − 1 (вiдповiдно, mi) та {Ai
α(x, t, η, ξ)}|α|6mi

— сiм’я дiйсних функцiй,

означених на Q × RNi

1 × RNi

2 . Нехай

Dku = {Dβu, |β| = k} — диференцiювання за x,
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δiu = {u,Du, . . . , Dmi−1u},

Ai
α(x, t, δiu,D

miv) : x, t→ Ai
α(x, t, δiu(x, t), D

miv(x, t)).

Розглянемо таку задачу на пошук невiд’ємних розв’язкiв:

∂y(x, t)

∂t
+

∑

|α|6m1

(−1)|α|Dα(A1
α(x, t, δ1y(x, t),D

m1y(x, t))) +

+
∑

|α|6m2

(−1)|α|Dα(A2
α(x, t, δ2y(x, t),D

m2y(x, t))) > f(x, t) в Q, (2)

y(x, t)

(
∂y(x, t)

∂t
+
∑

|α|6m1

(−1)|α|Dα(A1
α(x, t, δ1y(x, t),D

m1y(x, t))) +

+
∑

|α|6m2

(−1)|α|Dα(A2
α(x, t, δ2y(x, t),D

m2y(x, t))) − f(x, t)

)
= 0 в Q, (3)

y(x, t) > 0 в Q, y(x, 0) = 0 в Ω, (4)

Dαy(x, t) = 0 в ΓT при |α| 6 mi та i = 1, 2. (5)

Припустимо, що H = L2(Ω) та Vi =Wmi,pi
0 (Ω) з pi ∈ (1, 2]: Vi ⊂ H неперервно, m1p1 > n.

Означення операторiв Ai. Нехай Aiα(x, t, η, ξ), означенi в Q × RN
i
1 × RN

i
2 , задоволь-

няють умови:
для майже всiх x, t ∈ Q η, ξ → Aiα(x, t, η, ξ) неперервна на RN

i
1 × RN

i
2 ;

для всiх η, ξ вiдображення x, t → Aiα(x, t, η, ξ) вимiрне на Q;

∀u, v ∈ Lpi(0, T ;Vi) =: Xi Aiα(x, t, δiu,D
miu) ∈ Lqi(Q). (6)

Тодi для всiх u ∈ Xi вiдображення

w → ai(u,w) =
∑

|α|6mi

∫

Q

Aiα(x, t, δiu,D
miu)Dαwdxdt

неперервне на Xi i

∃Ai(u) ∈ X∗
i : ai(u,w) = 〈Ai(u), w〉. (7)

Припустимо, що

∑

|α|=mi

Aiα(x, t, η, ξ)ξα
1

|ξ|+ |ξ|pi−1
→ +∞ при |ξ| → ∞ (8)

для майже всiх x, t ∈ Q та обмежених |η|;
∑

|α|=mi

(Aiα(x, t, η, ξ) −Aiα(x, t, η, ξ
∗))(ξα − ξ∗α) > 0 при ξ 6= ξ∗ (9)

для майже всiх x, t ∈ Q та ∀ η.
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Достатня умова коерцитивностi:
∑

|α|=mi

Aiα(x, t, η, ξ)ξα > c|ξ|pi для великих |ξ|. (10)

Достатнi умови (6) (див. [8], c. 332):

|Aiα(x, t, η, ξ)| 6 c[|η|pi−1 + |ξ|pi−1 + k(x, t)], k ∈ Lqi(Q). (11)

Твердження 1. Нехай оператор Ai : Xi → X∗
i (i = 1, 2), визначений у (7), задоволь-

няє (6)–(11). Тодi Ai λ-псевдомонотонний на W1, коерцитивний та обмежений.
Для майже всiх t ∈ S покладемо

K = K(t) = {v ∈Wm1,p1
0 (Ω)

⋂
Wm2,p2

0 (Ω)|v(x) > 0 м.с. в Ω}. (12)

За перерахованих вище умов на Aiα дану проблему перепишемо, як (1), де f ∈ X∗ =
= L2(S;L2(Ω)) + Lq1(S;W

−m1,q1(Ω)) + Lq2(S;W
−m2,q2(Ω)) (p−1

i + q−1
i = 1). Елемент y ∈ X,

що задовольняє (1), називається слабким розв’язком задачi (2)–(5).
Теорема 2. За умов (6)–(12), задача (2)–(5) має слабкий розв’язок.
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P.O. Kasyanov

Оn the weak solvability for a class of evolution variation inequalities in
infinite-dimensional spaces

We consider the class of evolution variation inequalities with wλ-pseudomonotone maps. The
weak solvability for a class of evolution variation inequalities with nonlinear multivalued operators
pseudomonotone on W1 is proved by using the penalty method. The uniform a priori estimations
in L1(S;V

∗) for the derivatives of approximate solutions are obtained.
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