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Влияние поверхностного натяжения на параметры

кавитационного течения

Розглянуто вплив поверхневого натягу на параметри кавiтацiйної течiї при сталому

обтiканнi пластинки з закругленими кромками. Рiдина вважається iдеальною, нева-

гомою i нестисливою, а течiя — безвихоровою. Розв’язок задачi шукається в областi

параметричної змiнної шляхом знаходження аналiтичних виразiв для функцiї комп-

лексного потенцiалу течiї i для функцiї, що конформно вiдображує область параметра

на область течiї у фiзичнiй площинi. Динамiчна гранична умова, що включає силу по-

верхневого натягу, дає можливiсть одержати iнтегральне рiвняння вiдносно модуля

швидкостi на вiльнiй межi. Запропонованi розрахунки впливу числа Вебера i радiуса за-

круглення кромок пластинки на геометричнi розмiри каверни i коефiцiєнт опору плас-

тинки.

Сила поверхностного натяжения возникает на границе раздела фаз в результате работы
обратимого изотермокинетического процесса образования свободной границы. В соответ-
ствии с уравнением Юнга-Лапласа на границе раздела фаз возникает скачок давления,
величина которого пропорциональна кривизне поверхности. Это приводит к усложнению
динамического граничного условия, так как скорость на границе каверны зависит от ее
кривизны. Существенная трудность в учете сил поверхностного натяжения связана с тем,
что в предельном случае отсутствия поверхностного натяжения, согласно результатам тео-
рии струй идеальной жидкости, кривизна свободной поверхности в точке отрыва потока от
острой кромки обращается в бесконечность. Введение в такую модель даже малого значе-
ния коэффициента поверхностного натяжения приводит к бесконечной силе и отсутствию
кавитации.

Попытки учесть силу поверхностного натяжения в задачах кавитационных течений сде-
ланы в работах [1–4]. В работе [3] с использованием метода сращиваемых асимптотичес-
ких разложений рассмотрен случай малых значений поверхностного натяжения. При этом
кривизна свободной границы в точке отрыва равна кривизне пластины. Такая постанов-
ка задачи приводит к возникновению волн на свободной поверхности. В [4] показано, что
эти волны не имеют физической основы, так как требуют подвода энергии из бесконечно-
сти. В работах [1, 2] предполагается, что в точке отрыва потока касательная к границе
течения является разрывной функцией. Согласно теории струй идеальной жидкости [7],
такое предположение приводит к тому, что скорость и кривизна в точке отрыва обраща-
ются в бесконечность. Это не позволяет получить непрерывный переход к предельному
случаю отсутствия поверхностного натяжения, при котором скорость в точке отрыва имеет
конечное значение.

В настоящей работе показано, что точка отрыва потока от гладкой поверхности в при-
сутствии силы поверхностного натяжения определяется условием Бриллуэна-Вилла, та-
ким же образом, как и для течения без учета поверхностного натяжения. Острая кромка
рассматривается как предельный случай при стремлении кривизны закругленной кромки
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Рис. 1. Схема кавитационного обтекания криволинейного контура: а — физическая плоскость; б — область
параметра

пластинки к бесконечности. В такой постановке физических противоречий в решении за-
дачи не возникает, а течение с нулевой силой поверхностного натяжения получается как
предельный случай.

Схема симметричного обтекания криволинейного препятствия потоком идеальной неве-
сомой несжимаемой жидкости с образованием каверны за телом представлена на рис. 1.
Клиновидное тело с углом α при вершине имеет прямолинейную часть, сопряженную с ду-
гой окружности радиусом R. Каверна отрывается на закругленной части тела в точке O
под углом β0 и замыкается на криволинейный контур CDB, на котором задано распре-
деление скорости. Точка C, являющаяся точкой перегиба на контуре OCB, соответствует
концу каверны и началу контура замыкания. В качестве характерного размера выбрана
максимальная ширина тела H.

На границе каверны действие силы поверхностного натяжения приводит к скачку дав-
ления, которое определяется в соответствии с уравнением Юнга–Лапласа

P − Pc = τχ, (1)

где P — давление на границе каверны со стороны жидкости; Pc — давление в каверне; τ —
коэффициент поверхностного натяжения; χ = dγ/ds — кривизна контура каверны; γ —
угол, образованный касательной к контуру каверны и осью OX. Кривизна контура кавер-
ны вблизи точки отрыва O принимает отрицательные значения, так как для выбранного
направления координаты s угол касательной к контуру каверны, gamma, уменьшается при
увеличении s. Как следует из уравнения (1), при χ < 0 поверхностное натяжение приводит
к уменьшению давления на границе каверны со стороны жидкости.

Уравнение Бернулли для рассматриваемого безвихревого течения

V 2

2
+
P

ρ
=
V 2
∞

2
+
P∞

ρ
(2)

позволяет выразить скорость на границе каверны, которая с учетом уравнения (1) в без-
размерном виде определяется выражением

v =
V

V∞ =

√

1 + σ −
2χH

We

, (3)

где We = ρV 2

∞
H/τ — число Вебера; τ — коэффициент поверхностного натяжения.
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Так как течение безвихревое, то можно ввести в рассмотрение потенциал φ и функцию
тока ψ, сопряженную гармонически. Эти функции определены в области параметрическо-
го переменного, в качестве которой выбран первый квадрант (рис. 1, б ). В соответствии
с теоремой о конформных отображениях, расположение трех точек может быть выбрано
произвольно: точкам O, A и B в физической плоскости соответствуют точки ς = 0, ς = 1
и ς = ∞ в области параметра.

Математическая постановка задачи включает нахождение комплексного потенциала те-
чения w = φ + iψ, удовлетворяющего условию непротекания на теле и динамическому
граничному условию (3) на свободной границе. Следуя методам Жуковского [5] и Чаплыги-
на [6, 7], решение задачи ищется путем построения выражений комплексной скорости dw/dz
и производной комплексного потенциала dw/dς в области параметрического переменного ς.
Если эти выражения найдены, то зависимость между областью параметра и физической
областью течения определяется отображающей функцией

z(ς) = z0 +

ς
∫

0

dw/dς ′

dw/dz
dς ′. (4)

Метод построения выражений комплексной скорости и производной комплексного по-
тенциала для смешанной краевой задачи представлен в работе [8]. Требуется найти функ-
цию dw/dz, удовлетворяющую следующим граничным условиям:

arg

(

dw

dz

)

= −β(ξ), 0 < ξ < 1, η = 0,

arg

(

dw

dz

)

= 0, 1 < ξ <∞, η = 0,

∣

∣

∣

∣

dw

dz

∣

∣

∣

∣

= v(η), 0 < η <∞, ξ = 0.

(5)

Здесь β(ξ) — функция угла касательной с осью OX от координаты действительной оси
области параметра, которая уменьшается при движении вдоль тела от точки O к точке A,
β(1) = −α; v(η) — зависимость модуля скорости на свободной границе от координаты мни-
мой оси области параметра, которая будет найдена ниже.

Выражение комплексной скорости, удовлетворяющее приведенным выше граничным
условиям, имеет вид

dw

dz
= v0

(

ς − 1

ς + 1

)α/π

exp

[

1

π

1
∫

0

dβ

dξ′
ln

(

ς − ξ′

ς + ξ′

)

dξ′ −
i

π

∞
∫

0

d ln v

dη′
ln

(

iη′ − ς

iη′ + ς

)

dη′

]

. (6)

Подставляя поочередно ς = ξ и ς = iη в выражение (6), можно убедиться, что граничные
условия (5) выполняются.

Производная комплексного потенциала находится методом особых точек Чаплыгина [7]

dw

dς
= Kς, (7)

где K — масштабный множитель, который будет определен ниже.
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Подставляя выражения (6) и (7) в (4), можно найти производную отображающей функ-
ции z = z(ς), а также зависимости координат вдоль контура тела и свободной границы
s = s(ξ) и s = s(η):

dz

dς
=
Kς

v0

(

ς + 1

ς − 1

)α/π

exp

[

i

π

∞
∫

0

d ln v

dη′
ln

(

iη′ − ς

iη′ + ς

)

dη′

]

exp

[

−
1

π

∞
∫

0

dβ

dξ′
ln

(

ς − ξ′

ς + ξ′

)

dξ′

]

, (8)

s(η) = −

η
∫

0

∣

∣

∣

∣

dz

dς

∣

∣

∣

∣

ς=iη

dη = −K

η
∫

0

η

v(η)
dη, s(ξ) =

ξ
∫

0

∣

∣

∣

∣

dz

dς

∣

∣

∣

∣

ς=ξ

dξ. (9)

Масштабный коэффициент K, входящий в выражения (9), определяется из условия для
длины смоченной части тела Sw = s(ξ)|ξ=1.

Замыкание каверны задано в неявном виде путем задания распределения скорости
на контуре замыкания CDB. Скорость на контуре CD уменьшается от значения vc =
=
√

1 + σ − 2χH/We в точке C до значения v∞ в точке D. Распределение скорости на
отрезке CD можно задать линейной функцией

v∗(s′) = vc(1 − s′) + v∞s
′, (10)

где s′ = (s− sc)/SCD; sc — координата точки замыкания каверны C, которая определяется
из условия замыкания каверны

Im

(

∫

ς=∞

dz

dς
dς

)

= − Im

(

∫

ς′=∞

dz

dς ′
dς ′

ς ′2

)

= −
iπ

4
res
ς′=0

d2

dς ′2

(

dz

dς ′
ς ′
)

= 0, (11)

где ς ′ = 1/ς.
Вычисляя в выражении (11) интеграл по бесконечно большому контуру в области па-

раметра, с помощью теоремы о вычетах условие замкнутости каверны приводит к следу-
ющему уравнению:

1
∫

0

dβ

dξ′
ξ′dξ′ +

∞
∫

0

d ln v

dη′
η′dη′ + α = 0. (12)

Последнее уравнение выполняется за счет выбора координаты sc в выражении (10), так
как v(η) = v∗[s(η)] на контуре замыкания каверны CD.

Точка отрыва потока от закругленной кромки определяется из условия Бриллуэна-Вил-
ла [7], которое эквивалентно условию достижения экстремума для функции модуля скоро-
сти при движении вдоль контура тела

lim
s→0

d(ln v)

ds
= 0. (13)

Используя соотношение
d ln v

ds
=

d ln v/dξ

ds/dξ
, дифференцируя функцию v(ξ) =

∣

∣

∣

∣

dw

dz

∣

∣

∣

∣

ς=ξ

и подставляя полученный результат в выражение (13), получим

1
∫

0

dβ

dξ′
dξ′

ξ′
−

∞
∫

0

d ln v

dη′
dη′

η′
+ α = 0. (14)
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Уравнение (14) представляет собой уравнение относительно длины смоченной части
тела Sw, так как эта величина оказывает влияние на функцию β(ξ) = β[s(ξ)], 0 < s < Sw.

Граничные условия и соответствующие им интегро-дифференциальные урав-

нения. При известной форме криволинейного участка тела, задаваемой функцией β(s),
функция β(ξ) определяется путем численного решения интегро-дифференциального урав-
нения

dβ

dξ
=
dβ

ds

ds

dξ
(15)

(функция ds/dξ определяется выражением (8)).
Дифференцируя выражение (3), можно получить интегро-дифференциальное уравнение

относительно функции d[ln v(η)]/dη в виде

d ln v

dη
= −

2

We

1

v2

dχ

dη
, (16)

где χ — кривизна контура свободной границы, определяется дифференцированием угла
наклона касательной к свободной границе χ = dγ/ds = (dγ/dη)/(ds/dη).

Выразив функцию касательной к контуру каверны

γ(η) = arg

(

dz

dς

∣

∣

∣

∣

ς=iη

)

из (7) и дифференцируя полученное выражение, можно найти кривизну свободной границы

χ = −
2v(η)

Kπη

[

α

1 + η2
+

1
∫

0

dβ

dξ′
ξ′dξ′

ξ′2 + η2
−

∞
∫

0

d(ln v)

dη′
η′dη′

η′2 − η2

]

. (17)

Система уравнений (12), (14), а также интегро-дифференциальные уравнения (15) и (16)
решаются численно методом последовательных приближений. На действительной и мни-
мой осях задаются фиксированные точки ξj, j = 1, N , а на мнимой оси — фиксированные
точки ηj , j = 1,M . В качестве начального приближения принимается β(ξ) ≡ 0 и v(η) ≡
≡ v∞.

Результаты расчетов. Рис. 2 демонстрирует результаты расчетов кавитационного
обтекания пластинки, имеющей закругленную кромку радиусом R = 0,05H. Контур ка-
верны показан тонкой линией, а контур замыкания — толстой. Можно видеть, что при
больших значениях числа Вебера поверхностное натяжение не оказывает заметного влия-
ния на параметры течения. Влияние поверхностного натяжения начинает проявляться при
We < 1000, при этом длина и высота каверны уменьшаются. Можно предположить, что
при дальнейшем уменьшении числа Вебера течение в предельном случае становится беска-
витационным.

На рис. 3 представлены зависимости угла поворота потока на закругленной кромке
(угол δ показан на рис. 1) от числа Вебера для различных значений радиуса закругле-
ния кромки пластинки. При больших числах Вебера, когда влиянием поверхностного на-
тяжения на параметры кавитационного течения можно пренебречь, угол поворота потока
зависит от радиуса закругления следующим образом: меньшему радиусу закругления соот-
ветствует меньший угол поворота потока. В предельном случае нулевого радиуса закругле-
ния (острая кромка) угол поворота стремится к нулю, что соответствует отрыву потока по
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Рис. 2. Влияние числа Вебера на контур каверны при кавитационном обтекании пластинки пластики с ра-
диусом закругления кромки R/H = 0,05 и числе кавитации σ = 1,0

Рис. 3. Зависимость угла поворота потока на кромке пластинки от числа Вебера для различных значений
радиуса закругления при числе кавитации σ = 1,0

касательной к прямолинейной части тела. При числах Вебера меньше 1000 поверхностное
натяжение начинает оказывать влияние, причем для меньшего радиуса закругления это
влияние начинает сказываться раньше. Из уравнения (1) видно, что перепад давления на
контуре каверны вблизи точки отрыва потока будет больше для кромки с большей криви-
зной. На графике можно выделить две характерных области: область сильной зависимости
угла поворота потока δ от числа Вебера при We < 200 и область слабой зависимости при
We > 200. Анализ зависимостей угла поворота потока на кромке от числа Вебера при раз-
личных числах кавитации показал, что при увеличении числа кавитации угол поворота
уменьшается, т. е. и влияние числа Вебера снижается. В области We > 103 значение числа
Вебера практически не влияет на угол поворота потока. Анализ зависимостей коэффици-
ента сопротивления от числа кавитации для различных значений числа Вебера показал,
что уменьшение числа Вебера приводит к некоторому снижению коэффициента сопротив-
ления.

На рис. 4 показано влияние числа Вебера в диапазоне от 200 до 2000 на параметры кави-
тационного течения при радиусе закругления входной кромки R/H = 0,02. На этом рисун-
ке представлены зависимости относительного изменения максимальной ширины каверны
∆hc/hc и соответствующее ей расстояние от пластинки ∆Lc/Lc, а также относительное
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Рис. 4. Зависимость относительного изменения параметров течения при числах Вебера We = 2000 и We =
= 200 от числа кавитации: максимальной ширины каверны hc, соответствующей ей длины Lc и hc, соответ-
ствующей ей длины Lc и коэффициента сопротивления Cx

изменение коэффициента сопротивления ∆Cx/Cx как функции числа кавитации. Можно
видеть, что при снижении числа кавитации влияние поверхностного натяжения увеличи-
вается, а изменение указанных параметров находится в соответствии с изменением угла
поворота потока на входной кромке.

Приведенные расчеты свидетельствуют о том, что поверхностное натяжение начина-
ет оказывать заметное влияние на параметры кавитационного течения при числах Вебера
менее 103. Для суперкавитационных осесимметричных течений следует ожидать большего
влияния поверхностного натяжения на параметры кавитационного течения, поскольку кри-
визна поверхности осесимметричной каверны имеет радиальную составляющую, т. е. боль-
ше, чем кривизна контура в меридианальной плоскости.
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Effect of a surface tension on the cavitating flow parameters

The effect of surface tension on the cavitating flow past a flat plate with rounded edges is considered.

The fluid is taken to be inviscid, weightless, and incompressible, and the flow to be irrotational.

An analytical solution of the problem is based on two governing expressions derived in an auxi-

liary parameter domain, which are a complex velocity and a derivative of the function mapping

conformally the parameter plane onto the flow region. By using the dynamic boundary condition

with taking the surface tension into account, we derive an integral equation in terms of the velocity

modulus at the free surface. Numerical results concerning the effects of surface tension and the

radii of the plate edges on the flow parameters are presented.
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