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О новом подходе к активному демпфированию

вынужденных резонансных изгибных колебаний

изотропных вязкоупругих пластин

(Представлено академиком НАН Украины В.Д. Кубенко)

Запропоновано новий пiдхiд до активного демпфування вимушених резонансних коливань

iзотропних пластин за допомогою розподiлених сенсорiв та актуаторiв. Механiчне на-

вантаження вважається невiдомим. Воно визначається за експериментальними пока-

зниками сенсора. Як приклад, розглянуто задачу про активне демпфування iзотропної

в’язкопружної прямокутної пластини з шарнiрно обпертими торцями. Задача розв’я-

зується методом Бубнова–Гальоркiна. Одержано формулу для рiзницi потенцiалiв, яку

необхiдно пiдвести до актуатора для демпфування вимушених коливань за першою мо-

дою. Дослiджено вплив розмiрiв сенсора та актуатора i дисипативних властивостей

матерiалу на ефективнiсть активного демпфування коливань.

Вязкоупругие тонкие пластины находят широкое применение во многих областях современ-
ной науки и техники: в космической технике, авиа-, автомобиле-, судо-, машиностроении,
радиоэлектронике и т. п. Очень часто на них действуют нестационарные и гармонические
во времени механические нагрузки. Особенно опасными являются резонансные колебания,
когда частота гармонической во времени силы совпадает с собственной частотой колебаний
элемента. Для их демпфирования в последние годы эффективно используются активные
методы, базирующиеся на включении в структуру пассивного (без пьезоэффекта) тонко-
стенного элемента из металлического, полимерного или композитного материала, пьезо-
электрических компонент [1–3]. Один из основных методов активного демпфирования коле-
баний основан на использовании пьезоэлектрических включений, выполняющих функции
актуатора. К нему подводится разность потенциалов, в какой-то мере компенсирующая
механическую нагрузку. Главным требованием при применении такого подхода является
знание внешней нагрузки.

В данной работе предлагается новый подход к активному демпфированию резонансных
изгибных колебаний вязкоупругих пластин при действии на них неизвестной механической
нагрузки с помощью совместного использования двух типов пьезовключений — сенсоров
и актуаторов. Суть его состоит в следующем. По показаниям сенсора — заряду или раз-
ности потенциалов — восстанавливается амплитуда и фаза внешней нагрузки. После этого
к актуатору подводится разность потенциалов, которая рассчитывается по уже известной
нагрузке. Как пример, рассмотрена задача об активном демпфировании резонансных коле-
баний прямоугольной вязкоупругой пластины с шарнирным опиранием ее торцов. Получено
простое аналитическое выражение для разности потенциала, которую необходимо подвести
к актуатору для компенсации неизвестной механической нагрузки, определяемой по эк-
спериментальному показателю сенсора. Указано на существенное значение диссипативных
свойств пассивного материала для устойчивости активного демпфирования резонансных
колебаний пластины.
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Рассмотрим прямоугольную пластину с размерами a × b из изотропного вязкоупруго-
го материала, на которую действует давление p = p0e

iωt, изменяющееся во времени по
гармоническому закону с частотой, близкой к резонансной частоте пластины. Торцы пла-
стины считаются шарнирно опертыми. Ограничимся исследованием демпфирования только
изгибных колебаний. Пассивные слои могут быть металлическими, полимерными либо ком-
позитными. Пьезоактивные слои считаются трансверсально-изотропными и поляризован-
ными по толщине пластины. Диссипативные свойства материалов пассивных и пьезоактив-
ных слоев учитываются на основе концепции комплексных характеристик [4–7]. Основные
соотношения теории пластин с распределенными сенсорами и актуаторами представлены
в работах [1–3, 7]. Приведем те из них, которые используются в дальнейшем. Воспользу-
емся декартовой системой координат x, y, z. Координатную поверхность z = 0 разместим
в срединной поверхности пластины.

Ограничимся случаем трехслойной пластины, средний слой толщиной h0 которой изго-
товлен из пассивного вязкоупругого изотропного материала, а два внешних слоя одинаковой
толщины h1 — из пьезоэлектрических трансверсально-изотропных материалов с одинако-
выми электромеханическими свойствами и противоположным направлением поляризации.
Тогда уравнение движения будет иметь вид [7–10]:

D∆∆w − ρ̃ω2w − p0(x, y) − ∆M0 = 0. (1)

Здесь D = D′ + iD′′ — комплексная изгибная жесткость, которая определяется через эле-
ктромеханические характеристики пластины; ρ̃ — приведенная плотность пластины; M0 =
= γ31(h0 + h1)VA, VA — подводимая к актуатору разность потенциалов.

Для шарнирного опирания торцов пластины, когда равны нулю прогиб и изгибающий
момент, решение задачи ищется в виде разложения по тригонометрическим функциям:

w(x, y) =
∑

m

∑

n

wmn sin kmx sin pny, km =
mπ

a
, pn =

nπ

b
. (2)

При этом внешние нагрузки также представляются в виде разложения в ряды по тем же
функциям:

p0(x, y) =
∑

m

∑

n

pmn sin kmx sin pny, M0(x, y) =
∑

m

∑

n

Mmn sin kmx sin pny. (3)

Такое представление автоматически удовлетворяет механическим граничным условиям
шарнирного опирания.

Из (1)–(3) получим следующее соотношение:

[D(k2
m + p2

n)2 − ρ̃ω2
mn]wmn − pmn + (k2

m + p2
n)Mmn = 0. (4)

Отсюда имеем:

wmn =
pmn − (k2

m + p2
n)Mmn

[D(k2
m + p2

n)2 − ρ̃ω2
mn]

. (5)

Из (5) видно, что для компенсации внешней механической нагрузки к актуатору необ-
ходимо подвести разность потенциалов, определяемую из соотношения

Vmn =
pmn

k2
m + p2

n

γ31(h0 + h1). (6)

При этом амплитуда колебаний на рассматриваемой моде будет равна нулю.
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Как показано в [7], для компенсации наиболее энергоемкой первой моды (1, 1) при шар-
нирном опирании торцов пластины наиболее эффективным будет полное покрытие пласти-
ны пьезоэлектрическим слоем. Тогда для равномерного механического давления p0 = const
из формулы (6) следует, что для компенсации этой моды необходимо приложить разность
потенциалов

V11 =
p11

k2
1 + p2

1

γ31(h0 + h1), p11 =
4p0

k1p1
, V11 =

4V0

k1p1
. (7)

Основные недостатки подхода, основанного на формулах (6), (7), состоят в том, что 1) сво-
бодные колебания не демпфируются и 2) необходимо знать внешнюю механическую на-
грузку.

Для устранения второго из этих недостатков используем показания сенсора, занима-
ющего площадь S1. Для короткозамкнутых электродов величина заряда, фиксируемого
сенсором, определяется выражением

Q = −γ31(h0 + h1)

∫∫

(S1)

(κ1+κ2) dxdy. (8)

Здесь κ1 = −∂2w/∂x2, κ2 = −∂2w/∂y2.
Для разомкнутых электродов разность потенциалов сенсора дается формулой

VS =
h1Q

S1γ33
. (9)

Детальное исследование места размещения сенсоров и актуаторов в зависимости от мо-
ды колебаний представлено в [7]. Для моды (1, 1) из (8), (9) и выражения для первой формы
колебаний пластины имеем следующие выражения для показаний сенсора — заряда и раз-
ности потенциалов:

Q11 = 4γ31(h0 + h1)

(
k1

p1
+

p1

k1

)
w11, (10)

V11S =
4h1(h0 + h1)γ31

S1γ33

(
k1

p1
+

p1

k1

)
w11. (11)

Решение задачи о резонансных механических колебаниях пластины с шарнирным опи-
ранием торцов пластины по первой моде имеет следующий вид:

w11 =
p11

[D11k4
1 + (2D12 + D66)k2

1p
2
1 + D22p4

1 − ρ̃ω2
11]

. (12)

Подставляя (12) в (10) или (11), получим связь между показаниями сенсора и нагрузкой:

p11 =
Q11[D11k

4
1 + (2D12 + D66)k

2
1p

2
1 + D22p

4
1 − ρ̃ω2

11]

4γ31(h0 + h1)

(
k1

p1
+

p1

k1

) ;

p11 =
V11SS1γ33[D11k

4
1 + (2D12 + D66)k

2
1p

2
1 + D22p

4
1 − ρ̃ω2

11]

4γ31(h0 + h1)

(
k1

p1
+

p1

k1

) .

(13)
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Подставим теперь найденную из выражений (13) нагрузку в формулу (7). В результате
получим выражения для разности потенциала, которую необходимо подвести к актуатору
для компенсации неизвестной механической нагрузки:

V11 =
Q11[D11k

4
1 + (2D12 + D66)k

2
1p

2
1 + D22p

4
1 − ρ̃ω2

11]

4γ2
31(h0 + h1)2

(
k1

p1
+

p1

k1

)
(k2

1 + p2
1)

;

V11 =
V11SS1γ33[D11k

4
1 + (2D12 + D66)k

2
1p

2
1 + D22p

4
1 − ρ̃ω2

11]

4γ2
31(h0 + h1)2

(
k1

p1
+

p1

k1

)
(k2

1 + p2
1)

.

(14)

В этой формуле нагрузка исключена, а подводимая к актуатору разность потенциалов опре-
деляется по экспериментальным показаниям сенсора — заряду или разности потенциалов.

Таким образом, в настоящей работе предложен новый подход к реализации активно-
го демпфирования изгибных колебаний изотропной вязкоупругой прямоугольной пласти-
ны в случае, когда внешняя механическая нагрузка неизвестна. Она определяется по эк-
спериментальным показаниям сенсора. С его использованием решена задача об активном
демпфировании вынужденных резонансных изгибных колебаний шарнирно опертой пря-
моугольной вязкоупругой пластины, находящейся под действием нормального поперечного
давления, изменяющегося во времени по гармоническому закону с частотой, близкой к ре-
зонансной. Получены формулы для расчета разности потенциалов, которую необходимо по-
двести к актуатору для компенсации неизвестной механической нагрузки с использованием
только показаний сенсора. Из полученных формул (14) видно, что обязательным услови-
ем эффективного демпфирования вынужденных резонансных колебаний по предлагаемому
методу является наличие вязкости в материале пассивного слоя. При ее отсутствии пока-
зания сенсора на резонансе, определяемые по формуле (10), (11), при приближении к ре-
зонансной частоте стремятся к бесконечности. При малой вязкости материала управление
колебаниями становятся чувствительными к ошибкам измерений.
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T.V. Karnaukhova

On a new approach to the active damping of forced resonance bending

vibrations of viscoelastic isotropic plates

A new approach to the active damping of the forced resonance bending vibrations of the viscoelastic

isotropic plates by distributed piezoelectric sensors and actuators is proposed. It is supposed that a

mechanical load is unknown and is found by indications of a sensor. As an example, the problem of

the active damping of vibrations of the isotropic viscoelastic rectangular plate with simply supported

edges is considered and solved by the Bubnov-Galerkin method. A formula for the potential difference

to compensate the forced vibrations of a plate on the first mode is obtained. The influence of the

dimensions of sensors and actuators and dissipative material properties on the active damping

effectiveness is investigated.
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