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Циклiчна мiцнiсть тонкостiнних елементiв конструкцiй

з трiщинами

За допомогою сформульованої ранiше авторами розрахункової моделi зростання втом-

них трiщин в конструкцiйних матерiалах розроблена методика для побудови дiаграм

граничних напруг для пластини з трiщинами при циклiчних навантаженнях. Вона

поставлена в основу методу розрахунку циклiчної мiцностi тонкостiнних елементiв

конструкцiй з трiщинами. Одержанi розрахунковi результати зiставленi з вiдомими

в лiтературi експериментальними даними.

Розрахунки на мiцнiсть елементiв конструкцiй пiд довготривалими циклiчними наванта-
женнями вiдрiзняються вiд таких на короткочасну мiцнiсть. Це пов’язано з тим, що мi-
цнiсть таких елементiв має бути забезпечена не однократно, а протягом довготривалого
заданого часу їх експлуатацiї. Втрата циклiчної мiцностi таких елементiв проходить вна-
слiдок втомного руйнування матерiалу, тобто зародження i поширення втомних трiщин.
В лiтературi вiдомi деякi такi дослiдження на циклiчну мiцнiсть елементiв конструкцiй, де
здебiльшого припускають без дефектнiсть матерiалiв i втомне руйнування в класичному
розумiннi цього явища [1–3].

Однак, оцiнюючи циклiчну мiцнiсть елементiв конструкцiй, потрiбно враховувати i роз-
виток дефектiв типу трiщин (див., наприклад, [4, 5]). Вiдома лише незначна кiлькiсть
робiт на цю тему. В основному, це експериментальнi дослiдження, за результатами яких
будують граничнi дiаграми циклiчної мiцностi елементiв конструкцiй з трiщинами, тобто
їх залишкової циклiчної мiцностi (див., наприклад, [2, 6, 7]). У роботах [8–10] на основi
першого закону термодинамiки сформульований енергетичний пiдхiд для оцiнки перiоду
докритичного росту втомних трiщин. У данiй роботi цей пiдхiд застосовано до форму-
лювання методу розрахунку циклiчної мiцностi тонкостiнних елементiв конструкцiй з трi-
щинами.

Нескiнченна пластина з довiльно орiєнтованою трiщиною. Для формулюван-
ня згаданого вище методу розглянемо спочатку допомiжну задачу про циклiчну мiцнiсть
нескiнченної пластини з довiльно орiєнтованою прямолiнiйною трiщиною, матерiал якої
iдеально пружно-пластичний з границею текучостi σy. Нехай нескiнченна iдеально пру-
жно-пластична пластина з прямолiнiйною макротрiщиною початкової довжини 2l0 розтя-
гується на нескiнченностi у взаємно перпендикулярних напрямках пiд кутом α до лiнiї трi-
щини рiвномiрно розподiленими зусиллями iнтенсивностi p, q (рис. 1, a). Вважається, що
цi зусилля змiнюються циклiчно за синусоїдальним законом синхронно з однаковою часто-
тою (вiд нульового циклу). Задача полягає у визначеннi таких амплiтудних значень зусиль
p = p∗ i q = q∗, при яких залишкова довговiчнiсть пластини не перевищить заданого зна-
чення кiлькостi циклiв навантаження N = N∗. Ця задача є обернена до задачi визначення
N∗ = N∗(p∗, q∗), тому насамперед розглянемо пряму задачу.
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Рис. 1. Схема навантаження пластини з трiщиною (а) та залежнiсть кута початкового її поширення θ0 вiд
кута початкової орiєнтацiї α (б ) (η0 = q/p; 1 — η0 = 0,2; 2 — 0,4; 3 — 0,6; 4 — 0,8; 5 — 1)

На основi сформульованого ранiше [8–10] енергетичного пiдходу пряму задачу зведемо
до розв’язання системи диференцiйних рiвнянь

dl

dN
= (γf − γt)

−1W(2)
пл

, (1)

∂

∂θ
{(γf − γt)

−1W(2)
пл

} = 0 (2)

iз заданими початковими i кiнцевими умовами

N = 0, l(0) = l0; N = N∗, l(N∗) = l∗, (3)

де критичну довжину трiщини l∗ визначаємо iз енергетичного критерiю

γt(l∗) = γf . (4)

Тут W (2)
пл

— частина енергiї пластичного деформування за один цикл, що генерується самим
тiлом пiд час стиску зон передруйнування за сталої довжини трiщини при зняттi наван-
таження [8–10]; θ — кут напряму поширення трiщини; γf — питома енергiя руйнування
пiд час поширення втомної трiщини; γt — питома енергiя пластичного деформування в зо-
нi передруйнування бiля вершини трiщини, яка залежить тiльки вiд її довжини [11, 12];
γt = σtδIt(0) + τtδIIt(0); N∗ — перiод докритичного росту макротрiщини; σt i τt — усередне-
нi нормальнi i дотичнi напруження в зонi передруйнування; δIt(0) i δIIt(0) — нормальний
i дотичний розкриви вершини трiщини.

Використовуючи основнi положення механiки руйнування [4, 5, 13, 14], запишемо такi
допомiжнi спiввiдношення мiж абсолютним розкривом у вершинi трiщини δ i коефiцiєнтами
iнтенсивностi напружень KI i KII:

δ =
√

δ2
It + δ2

IIt, δ =
1

Eσy

√

(K2
Iθ + K2

IIθ)(K
2
Iθ + 3K2

IIθ), (5)
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де

KIθ = KI cos3
θ

2
− 3KII sin

θ

2
cos2 θ

2
, KIIθ = KI sin

θ

2
cos2 θ

2
+ KII cos

θ

2

(

1 − 3 sin2 θ

2

)

.

Для даного випадку [5]

KI = p
√

πl(sin2 α + η0 cos2 α), KII = p
√

πl(1 − η0) sin α cos α, η0 =
q

p
.

Для визначення кiнетики росту трiщини знайдемо спочатку кут її початкового поши-
рення θ = θ0. Рiвняння (2) в цьому випадку запишемо так:

∂

∂δ

{

∂W
(2)
пл (t, θ)

∂t
(γf − γt(l, θ))−1

}

∂δ

∂θ

∣

∣

∣

∣

θ=θ0

= 0. (6)

Можна показати, що

∂

∂δ

{

∂W
(2)
пл (t, θ)

∂t
(γf − γt(l, θ))−1

}

6= 0. (7)

Тодi (6) зведеться до рiвняння

∂δ

∂θ

∣

∣

∣

∣

θ=θ0

= 0. (8)

Рiвняння (8) розв’язуємо з урахуванням (5) чисельним шляхом для η0 = 0,2; 0,4; 0,6;
0,8; 1. На рис. 1, б побудована графiчна залежнiсть θ0 = θ0(α) для вказаних η0. Користу-
ючись отриманою числовою залежнiстю θ0 = θ0(α) i формулою (5), побудуємо графiчно
змiну безрозмiрної величини δ∗ вiд α (рис. 2, а), де δ∗ = δσyEπ−1l−1p−2. Максимум δ∗ до-
сягається при α ≈ π/2, якщо η0 < 1 i, аналогiчно при α = 0, якщо η0 > 1 (див. рис. 2, а).
Iз рiвняння (1) i результатiв роботи [12] випливає, що це вiдповiдає максимальнiй швид-
костi поширення трiщини dl/dN = Vmax. Отже, за орiєнтацiї α = π/2 для η0 < 1 i α = 0
для η0 > 1 буде найнебезпечнiша трiщина i найменша довговiчнiсть пластини. Знайдемо
для цих випадкiв перiод докритичного росту трiщини N = N∗. Для такого симетричного
випадку на основi результатiв [8–10] систему рiвнянь (1), (2) зведемо до одного рiвняння

dl

dN
=

α

σ2
0f

K4
Imax

K2
fC − K2

I max

(9)

за початкових i кiнцевих умов

N = 0, l(0) = l0; N = N∗, l(N∗) = l∗; l∗ =
K2

fC

πp2
(KI max ≫ Kth). (10)

Тут α, σ0f , KfC , Kth — характеристики циклiчної трiщиностiйкостi матерiалiв [9–11];
KImax — максимальне значення KI за цикл, а усереднене напруження σ0f в зонi перед-
руйнування шукаємо на основi умови пластичностi Губера–Мiзеса [4] для двовiсного наван-
таження. В результатi отримаємо:

σ0f = σy

(

−0,5ξ1 + 0,5
√

4 − 3ξ2
1

)

(

α =
π

2
, η0 < 1, ξ1 = qσ−1

y

)

;

σ0f = σy

(

−0,5ξ2 + 0,5
√

4 − 3ξ2
2

)

(α = 0, η0 > 1, ξ2 = pσ−1
y ).

(11)

58 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2009, №7



Рис. 2. Залежнiсть розкриву у вершинi трiщини δ∗ вiд α i η0 (а) при θ = θ0 (1 — η0 = 0,2; 2 — η0 = 0,4;
3 — η0 = 0,6; 4 — η0 = 0,8; 5 — η0 = 1) та дiаграма граничних циклiчних навантажень (б ) для пластини
з втомною трiщиною: 1 — спiввiдношення (19); 2 — (20); експерименти [15] для одноциклового навантаження
чавунних зразкiв для рiзних станiв (3 — σ2 = 345,30; 4 — σ2 = 185,40; 5 — σ2 = 228,60)

Проiнтегрувавши рiвняння (9) за початкових i кiнцевих умов (10), отримаємо:

N∗ =
σ2

0f

απF 2

(

l∗l
−1
0 − 1 − ln

l∗
l0

)

, F =

{

p, α =
π

2
, η0 < 1;

q, α = 0, η0 > 1.
(12)

Вважаючи, що l∗ ≫ l0, формулу (12) можна наближено подати так:

N∗ ≈
σ2

0fK2
fC

απ2l0F 4
. (13)

Розглянемо тепер допомiжну задачу для пластини, що розтягується перпендикулярно
до трiщини завдовжки 2l0 тiльки такими зусиллями F0, за яких довговiчнiсть така ж, як
i за двовiсного розтягу. Аналогiчно рiвнянню (13), для цього випадку можна записати:

N∗ ≈
σ2

yK
2
fC

απ2l0F 4
0

. (14)

Звiдси

F0 =
4

√

σ2
yK

2
fC

απ2l0N∗

. (15)

Прирiвнюючи спiввiдношення (13) i (14), отримаємо:

F 2F−2
0 = −0,5ξi +

√

1 − 3

4
ξ2
i (i = 1, 2). (16)
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Враховуючи вирази для F i F0 у спiввiдношеннях (12) i (14), з рiвняння (16) запишемо
формули для визначення критичних значень p∗, q∗:

p∗ = p0Φ[ξ1], η0 < 1; q∗ = q0Φ[ξ2], η0 > 1, (17)

де

η0 = q∗p
−1
∗

; Φ[ξi] =
[

−0,5ξi +
√

1 − 0,25ξ2
i

]1/2
; i = 1, 2;

ξ1 = q∗σ
−1
y ; ξ2 = p∗σ

−1
y .

Замiнимо в (17) x = pp−1
0 , y = qq−1

0 , ξ01 = q0σ
−1
y , ξ02 = p0σ

−1
y . Тодi

x2 = −0,5yξ01 +

√

1 − 3

4
y2ξ2

01

(

α =
π

2
, η0 < 1

)

,

y2 = −0,5xξ02 +

√

1 − 3

4
x2ξ2

02 (α = 0, η0 > 1).

Граничними випадками цих рiвнянь будуть рiвняння при ξ01 = ξ02 = 0 i ξ01 = ξ02 = 1.
Тодi отримаємо:

для ξ01 = ξ02 = 0

x = 1

(

α =
π

2
, η0 < 1

)

, y = 1 (α = 0, η0 > 1), (18)

а для ξ01 = ξ02 = 1

x2 = −0,5y +

√

1 − 3

4
y2

(

α =
π

2
, η0 < 1

)

,

y2 = −0,5x +

√

1 − 3

4
x2 (α = 0, η0 > 1).

(19)

На основi залежностей (18) (рис. 2, б, крива 1 ) i (19) (рис. 2, б, крива 2 ) побудованi
дiаграми граничних навантажень для пластини з трiщиною. Цi кривi i обмежують область
безрозмiрних значень p = p∗ i q = q∗, при яких буде забезпечений залишковий ресурс
пластини N = N∗. Тут також наведено експериментальнi результати циклiчної мiцностi
трубчастих чавунних зразкiв за двовiсного розтягу при одноцикловому навантаженнi [15].
Як видно з цього рисунка, експериментальнi данi добре узгоджуються з розробленою тут
теорiєю. Побудовану (див. рис. 2, б ) дiаграму граничних навантажень для пластин з трi-
щинами можна покласти в основу розрахунку циклiчної мiцностi тонкостiнних елементiв
конструкцiй з трiщинами.

Формулювання критерiю циклiчної мiцностi тонкостiнних елементiв конст-

рукцiй з трiщинами. Розглянемо тонкостiнний елемент конструкцiї, виготовлений з ква-
зiкрихкого матерiалу. Лiнiйнi параметри bi характеризують конфiгурацiю елемента, а p —
силовий параметр амплiтуди циклiчного навантаження.

Методами дефектоскопiї не виявлено в елементi дефектiв типу трiщин, бiльших за 2l0,
що набагато менше вiд його розмiрiв. Визначимо найбiльше значення силового параметра
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p = p∗ навантаження, за якого упродовж кiлькостi циклiв N = N∗ катастрофiчного руйну-
вання елемента конструкцiї не вiдбудеться.

Аналогiчно [14] припускаємо, що в околi D найнапруженiшої точки O елемента розта-
шована небезпечна трiщина з характерним розмiром 2l0. Вважаємо, що розмiр околу D
набагато бiльший за 2l0 i в ньому дiють рiвномiрно розподiленi головнi напруження σ1(p)
i σ2(p). З введенням такої неточностi запас мiцностi розглядуваного елемента збiльшиться
i стане можливим для знаходження гранично-рiвноважного стану околу застосувати вище
наведену задачу для пластини з трiщиною. На основi цього, а також спiввiдношень (17) для
визначення критичних головних напружень σ1∗, σ2∗ отримаємо формули

σ1∗ − F0∗

[

−0,5ξi +
√

1 − 0,25ξ2
i

]1/2
= 0;

σ2∗ = η0σ1∗, ξi =

{

σ2∗σ
−1
y , η0 < 1;

σ1∗σ
−1
y , η0 > 1,

(20)

що є рiвнянням дiаграми граничних напружень у системi декартових координат Oσ1∗σ2∗.
Дiаграма, яку описує (20), обмежує область значень головних напружень σ1, σ2, безпечних
вiдносно мiцностi елемента конструкцiї, що мiстить дефекти такого типу. Враховуючи це,
а також користуючись спiввiдношенням (20), одержимо таку умову циклiчної мiцностi ква-
зiкрихких тiл:

σ1∗ − F0∗

[

−0,5ξi +
√

1 − 0,25ξ2
i

]1/2
< 0 (σ1 > 0), (21)

де ξi, η0 визначенi у спiввiдношеннях (20).
Таким чином, спiввiдношення (15), (17), (20) i (21) за наявностi l0, N∗, а також знайдених

з експерименту KfC , σy i дають розв’язок поставленої задачi для оцiнки циклiчної мiцностi
тонкостiнних елементiв конструкцiй з трiщинами.
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Сyclic durability of the thin-walled elements of constructions

Using the calculation model earlier formulated by the authors for the fatigue cracks growth in

construction of materials, a method for construction of a diagram of limit stresses for a plate with

cracks at cyclic loadings has been developed. On this basis, a method for cyclic strength calculation

of thin-walled structural elements with cracks is presented. The obtained theoretical results are

compared with the known experimental data.
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