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Полiагрегатнi структури чутливих елементiв приладiв

iнерцiальної навiгацiї в акустичному середовищi
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Проаналiзовано рух газової кульки системи корекцiї гiрогоризонту пiд дiєю проникного

акустичного випромiнювання.

Проаналiзуємо вплив проникного акустичного випромiнювання P рушiйних установок лi-
тального апарату мобiльного базування на похибки побудови вертикалi мiсця старту.

В авiацiї для цiєї мети широке застосування знайшли електромеханiчнi навiгацiйнi при-
лади — гiрогоризонти — з електричними корегуючими пристроями. В приладах класу гi-
рогоризонт iз змiшаною корекцiєю найбiльше використовуються рiдиннi маятниковi пере-
микачi (РМП).

Їх конструкцiя являє собою невеличкий мiдний резервуар, заповнений спецiальною стру-
мопровiдною рiдиною. На корпус резервуара подається змiнна напруга 36 В 400 Гц. У верх-
нiй кришцi, внутрiшня поверхня якої виконана сферичною, знаходяться чотири струмознi-
мачi. Рiдина заповнює резервуар лише частково, залишаючи кульку iнертного газу. В поло-
женнi рiвноваги, при вертикальнiй орiєнтацiї головної осi фiгури гiроскопа, кулька порiвну
перекриває всi чотири контакти i електричнi струми, що проходять крiзь контакти, дорiвню-
ють один одному [1] (рис. 1). Такi схеми реалiзованi в багатьох конструкцiях гiрогоризонтiв
винищувачiв (АГИ — 1), бомбардирувальникiв (АГБ — 1), датчикiв крену тощо.

При малих кутах вiдхилення осi фiгури вiд вертикалi момент корекцiї зростає пропор-
цiйно цьому куту, причому кут пропорцiйностi зазвичай обирається досить великим. При
значних кутах вiдхилення осi гiроскопа момент корекцiї залишається сталим, але знак його
залежить вiд знаку вiдхилення. Само собою, вектор корекцiйного моменту повинен мати
такий напрямок, який зменшував би кут вiдхилення вiд вертикалi мiсця.

Рис. 1
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Конструкцiя рiдинного маятникового перемикача слугує вiдмiнним провiдником зву-
кових хвиль. Тому проникне акустичне випромiнювання змусить рухатися газову кульку
в бiк поширення хвиль, що призведе до замикання тiєї або iншої пари контактiв з насту-
пним “хибним” включенням системи корекцiї.

Визначимо перемiщення газової кульки як тiла довiльної форми, поверхня якого пру-
жно деформовна. З’ясуємо ступiнь впливу деформацiї поверхнi та незалежних вiд часу
властивостей рiдини, наприклад, в’язкостi, на величину граничного перемiщення газової
бульбашки. Силами молекулярного зчеплення з внутрiшньою поверхнею резервуара РМП
в першому наближеннi нехтуємо. Припущень щодо форми хвилi тиску P робити не будемо.

Лiнiйнiсть задачi дозволяє навести диференцiальнi рiвняння руху газової бульбашки
в проекцiях на її головнi центральнi осi iнерцiї у виглядi

MiiÜ∗i + bU̇∗i + cU∗i + Qi = Pi, i = 1, 2, . . . , 6, (1)

де Mii — маса, або момент iнерцiї, якщо рух обертальний; Ü∗i — прискорення руху бульба-
шки вздовж перпендикулярних осей (див. рис. 1); Qi — додатковi сили взаємодiї поверхнi
бульбашки з рiдиною перемикача, породженi її деформацiєю; b, c — вiдповiдно приведенi ко-
ефiцiєнти в’язкого i пружного опору; Pi — сили тиску акустичної хвилi. Сили Qi (i = x, y)
визначаються виразом

Qi =

∫∫

S

~q(x, y, t) · ~τi(x, y)dS. (2)

Тут ~q — тиск, викликаний змiщенням бульбашки; ~τi — одиничний вектор вiдповiдної осi; x,
y — координати точки поверхнi бульбашки; t — час; S — поверхня бульбашки.

Залежнiсть узагальненої сили Qi вiд перемiщення поверхнi може бути означена в явному
виглядi, для чого досить навести перемiщення поверхнi бульбашки у такiй формi:

~W (x, y, t) =
∑

k

Uk(t)~Vk(x, y), k = 1, 2, . . . , (3)

де ~Vk(x, y) — досить повна система векторних функцiй, причому, якщо k = 1, . . . , 6, то цi
функцiї збiгаються з означеними вище ~τi, тобто вiдповiдають перемiщенням поверхнi буль-
башки в цiлому. Iншi (k = 7, 8, . . .) визначають деформацiї поверхнi; Uk(t) — узагальнена
координата. Очевидно, що за вiдсутностi деформацiї

Uk = U∗k,

коли k = 1, . . . , 6. Навпаки,

Uk = 0,

якщо k = 7, 8, . . . .
Отже, пiд дiєю пройдешньої акустичної хвилi тиску газова бульбашка РМП рухається

або деформується таким чином, що узагальнена координата Uk зростає з одиничною швид-
кiстю, тобто

U̇k|t>0 = 1; Uk|t<0 = 0; Um|m6=k = 0. (4)

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2009, №7 71



За цих умов на поверхнi бульбашки виникає тиск iз складовими ~τi по всiх напрямках.
Спiввiдношення (2) визначає узагальнену силу Fik(t), що вiдповiдає цим умовам.

За прийнятої лiнiйностi задачi узагальнена сила Qi(t), яка виникає при довiльному змi-
щеннi поверхнi бульбашки, визначається рiвнiстю, що безпосередньо випливає з принципу
суперпозицiї

Qi(t) =
∑

k

Qik(t) =
∑

k

t
∫

0

Fik(t − τ)Ük(τ) dτ. (5)

Тут i надалi передбачається, що Uk|t60 = 0, а Ük може мiстити iмпульснi функцiї, зокрема,
якщо lim Uk 6= 0 за t → +0.

Залежнiсть узагальнених сил Pi вiд параметрiв хвилi тиску також може бути окреслена
за допомогою функцiй Fik. Отримати цю залежнiсть дозволяє завдання руху частини рiди-
ни РМП, яка обмежена поверхнею бульбашки. Динамiчний стан таким чином одержаного
“уявного” тiла можна описати рiвняннями, аналогiчними (1). Якщо при цьому уявне тiло
розташоване на мiсцi дослiджуваної бульбашки, а динамiчна рiвновага його розглядається
вiдносно обраних вище осей, то складовi зовнiшньої дiї на перемiщувану поверхню бульба-
шки i функцiї Fik для уявного тiла будуть тими ж самими, що i для дослiджуваного, тому
рiвняння набувають вигляду

Pi =
∑

n

Mф
niÜ∗n +

∑

k

t
∫

0

Fik(t − τ)Üф

k (τ) dτ + bnU̇∗n + cnU∗n, (6)

де M∞
ni — маса (статичний момент, момент iнерцiї) уявного, фiктивного, тiла вiдносно вка-

заних осей; iндекс “ф” означає належнiсть до уявного, фiктивного, тiла. Передбачається, що
бульбашка невiд’ємна вiд середовища. Момент сил iнерцiї представлений тут сумою момен-
тiв, що виникають внаслiдок узагальнених перемiщень Uф

∗n як при n = i, так i при n 6= i,
оскiльки осi, вiдносно яких розглядається динамiчна рiвновага фiктивного тiла, взагалi
кажучи, не є для нього головними центральними осями iнерцiї.

Фiктивне тiло не вносить збурень у хвилю, що поширюється в рiдинi. Тому, необхiднi да-
нi про його перемiщення Uф

k , Uф
∗n можна одержати iнтегруванням вiдповiдним чином спро-

ектованих перемiщень рiдини по поверхнi i об’єму бульбашки. Отже, рiвняння (6) можна
розглядати як рiвностi, що визначають сили Pi.

Вiдповiдно до (5), (6), рiвняння (1) руху газової бульбашки може бути записане у виглядi
iнтегро-диференцiальних залежностей

MiiÜ∗i +
∑

k

t
∫

0

Fik(t − τ)Ük(τ) dτ =
∑

n

Mф
niÜ

ф
∗n +

∑

k

t
∫

0

Fik(t − τ)Üф

k (τ) dτ. (7)

Припускається, що взаємодiя бульбашки з внутрiшньою поверхнею РМП та контактами
вiдсутня.

Аналiз рiвняння (7) дозволяє зробити деякi висновки стосовно величини граничних,
остаточних, перемiщень газової кульки. Перетворення Лапласа дозволяє навести вираз (7)
у виглядi [2]

Miip
2Ü+

∗i +
∑

k

F+

ik
p2U+

k
=

∑

n

Mф
nip

2Uф+
∗n +

∑

k

F+

ik
p2Uф+

k
, (8)
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де змiст iндекса “+” та параметра “p” випливає iз спiввiдношення

∞
∫

0

Ф(t) exp(−pt)dt = Ф+(p). (9)

Тодi маємо

U∗i(t) → U∗i(p) → Ü+
∗i ; U∗i(0) = 0; U̇∗i(0) = 0; (10)

Ü∗i(t) → p2Ü+
∗i ; Fik(t) → F+

ik
; Ük(t) → p2U+

k
; (11)

t
∫

0

Fik(t − τ)Ük(τ) dτ = FikÜk → F+

ik
p2U+

k
(у вiдповiдностi до теореми Е.Бореля); (12)

Uф
∗n(t) → Uф+

∗n ; Üф
∗n(t) → p2Uф+

∗n ; (13)

t
∫

0

Fik(t − τ)Üф
k (τ) dτ → F+

ikp2Uф+

k . (14)

Для того щоб з рiвняння (8) визначити величину граничного перемiщення газової куль-
ки, досить скористатися формулою

lim
t→∞

Φ = Φ∞ = lim
p→0

pΦ+(p), (15)

яка слушна за умови iснування межi в її лiвiй частинi, а також виконання вимоги

[ lim
t→∞

Φ(t) exp(−pt)]p>0 = 0. (16)

Якщо хвиля зовнiшнього акустичного тиску обмежена у часi або затухає, а рiдина без-
межна, то можна стверджувати, що перемiщення газової кульки вiдповiдатиме зазначеним
припущенням.

Припустимо, що газова бульбашка маси M перемiщується всерединi РМП пiд дiєю про-
никного акустичного випромiнювання. Для спрощення, вважаємо рiдину нестисливою i за-
дачу одновимiрною.

Функцiї, що визначають перемiщення рiдинного середовища та його взаємодiю з газовою
бульбашкою, оберемо у виглядi

F = mδ1(t) + α; U̇Φ
∗ = U̇Φ = δ0(t) − δ0(t − 1), (17)

де m — приєднана маса; α — коефiцiєнт тертя; δ1(t) — дельта-функцiя Дiрака, яка окреслює
миттєве значення iмпульсу збурення; δ0(t) — одинична функцiя Хевiсайда.

Тодi очевидно,

Üф = δ1(t) − δ1(t − 1). (18)

Зважаючи на те, що

∞
∫

−∞

ϕ(t)δ1(t)dt = ϕ(0) > 0; (19)
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∞
∫

−∞

ϕ(t − τ)δ1(τ) dτ = ϕ(t) ∗ δ1(t) =

∞
∫

−∞

ϕ(τ)δ1(t − τ)dt = ϕ(t); (20)

b
∫

a

ϕ(t)δ1(t − t0)dt =

{

ϕ(t0), t ∈ (a, b),

0 t /∈ [a, b],
(21)

одержуємо диференцiальне рiвняння руху газової бульбашки за умови врахування тiльки
її тертя об рiдинне середовище:

MÜ(t) +

t
∫

0

[mδ1(t − τ) + α]Ü(τ) dτ =

= M0[δ1(t) − δ1(t − 1)] +

t
∫

0

[mδ1(t − τ) + α][δ1(τ) − δ1(τ − 1)]dτ, (22)

де M0 — маса витiсненої бульбашки рiдини.
Застосувавши однобiчне перетворення Лапласа за нульових початкових умов, вираз (22)

запишемо таким чином:

(M + m)p2U(p) + αpU(p) = (M0 + m)[1 − exp(−p)] + α

(

1

p
−

1

p
exp(−p)

)

. (23)

Звiдки

U(p) =

[1 − exp(−p)]

[

M0 + m +
α

p

]

p[(M + m)p + α]
=

=
(M0 + m)p + α

p2[(M + m)p + α]
−

[(M0 + m)p + α]

p2[(M + m)p + α]
exp(−p). (24)

Позначивши

α

M + m
= ν1

i переходячи до оригiналу, одержуємо закон вимушеного руху газової бульбашки пiд дiєю
акустичної хвилi:

U(t) =

{

t −
M − M0

α
[1 − exp(−v1t)]

}

δ0(t) −

−

{

t − 1 −
M − M0

α
[1 − exp(−v1(t − 1))]

}

δ0(t − 1), (25)

або

U(t) =
M0 + m

M + m
+

M − M0

M + m

∞
∑

n=1

(−1)n+1vn
1

tn+1 − (t − 1)n+1

(n + 1)!
, t > 1. (26)
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З цього випливає, що при досить малому тертi граничне перемiщення кульки дорiвнює

lim
t→∞

U(t) =
M0 + m

M + m
. (27)
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