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Розглянуто квазiдиференцiальнi оператори непарного порядку, заданi на скiнченному iн-
тервалi. За допомогою канонiчних однорiдних крайових умов описано всi самоспряженi
i максимальнi дисипативнi розширення мiнiмального квазiдиференцiального оператора
в гiльбертовому просторi L2([a, b], C), а також його узагальненi резольвенти.

В последнее время существенно усилился интерес к дифференциальным операторам с син-
гулярными коэффициентами (см., напр., [1, 2] и приведенную там библиогр.). Как выясни-
лось, некоторые из таких операторов можно интерпретировать как квазидифференциаль-
ные. Они естественным образом содержат в себе дифференциальные операторы (см. [3]).
В связи с этим в данном сообщении исследуются симметрические в гильбертовом пространс-
тве L2([a, b], C) =: L2 квазидифференциальные операторы. Они не охватываются рассмо-
тренными ранее в [4–6].

В работе авторов [7] были изучены операторы четного порядка. Основной результат
этой работы состоял в биективном описании посредством краевых условий каноническо-
го вида всех самосопряженных, максимальных диссипативных расширений минимального
оператора и его обобщенных резольвент. При этом существенно использовались результа-
ты из [8, 10, 11]. В этом сообщении рассмотрен случай операторов произвольного нечетного
порядка, который имеет некоторые особенности (см. теорему 5).

1. Квазидифференциальные уравнения. Пусть m ∈ N и на замкнутом интервале
[a, b] задана двойная последовательность функций

pk,s(x) ∈ L1([a, b], C), k = 1, 2, . . . ,m, s = 0, 1, . . . , k − 1.

Определим квазипроизводные функции y(x) порядка k 6 m следующим образом:

D0y := y, D := −i
d

dx
,

Dky := D(Dk−1y) +

k−1∑

s=0

pk,s(x)Dsy, k = 1, 2, . . . ,m.

Если квазипроизводные Dky ∈ W 1
1 ([a, b], C), k 6 m − 1, то квазипроизводная Dmy сущест-

вует и является суммируемой функцией.

Обозначим через W
[m]
2 ([a, b], C) =: W

[m]
2 комплексное линейное пространство тех фун-

кций y(x) ∈ L2, для которых

Dky(x) ∈ W 1
1 ([a, b], C), k = 1, . . . ,m − 1, Dmy(x) ∈ L2.
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В гильбертовом пространстве L2 квазидифференциальное выражение l(y) := Dmy по-
рождает максимальный квазидифференциальный оператор:

Lmax : y ∈ Dom(Lmax) → Lmaxy = l(y), Dom(Lmax) := W
[m]
2 .

Минимальный квазидифференциальный оператор определяется как сужение Lmax на ли-
нейное многообразие

Dom(Lmin) := {y ∈ Dom(Lmax) : Dky(a) = Dky(b) = 0, k = 0, 1, . . . ,m − 1}.

Будем предполагать далее, что почти всюду на [a, b]

pk,s(x) = pm−s,m−k(x), k = 1, 2, . . . ,m, s = 0, 1, . . . , k − 1.

Это условие обеспечивает симметричность минимального оператора. Тогда (см. [7]) опера-
тор Lmin является плотно заданным замкнутым симметрическим оператором в пространс-
тве L2 с индексом дефекта (m,m),

L∗

min = Lmax, L∗

max = Lmin.

2. Самосопряженные расширения. Из сказанного выше следует, что содержателен
вопрос об описании (в терминах однородных краевых условий) самосопряженных расшире-
ний в пространстве L2 симметрического оператора Lmin. Для ответа на него удобно исполь-
зовать аппарат пространств граничных значений (ПГЗ).

Пусть L — замкнутый симметрический оператор в сепарабельном гильбертовом про-
странстве H с равными (конечными или бесконечными) дефектными числами.

Определение (см. [8]). Тройка (H,Γ1,Γ2), где H — вспомогательное гильбертово про-
странство, а Γ1, Γ2 — линейные отображения Dom(L∗) в H, называется ПГЗ симметриче-
ского оператора L, если:

1) для любых f, g ∈ Dom(L∗)

(L∗f, g)H − (f, L∗g)H = (Γ1f,Γ2g)H − (Γ2f,Γ1g)H ;

2) для любых векторов f1, f2 ∈ H существует вектор f ∈ Dom(L∗) такой, что Γ1f = f1,
Γ2f = f2.

Из определения ПГЗ следует, что f ∈ Dom(L) тогда и только тогда, когда Γ1f = Γ2f = 0.
ПГЗ существует для любого симметрического оператора с равными дефектными числами.
Оно не единственно. Для случая m = 2n явный вид ПГЗ был найден авторами в работе [7].
Рассмотрим теперь случай нечетного порядка m = 2n+1, n ∈ N. Удобный для приложений
явный вид ПГЗ симметрического в гильбертовом пространстве L2 оператора Lmin дает

Теорема 1. Тройка (C2n+1,Γ1,Γ2), где Γ1, Γ2 — линейные отображения из W
[2n+1]
2

в C
2n+1 такие, что

Γ1y = (−iD2ny(b), iD2ny(a), . . . , iDn+1y(a), αDny(b) + βDny(a)),

Γ2y = (D0y(b),D0y(a), . . . ,Dn−1y(b),Dn−1y(a), γDny(b) + δDny(a)),
(1)

где α = i, β = 1, γ = −1/2 + i, δ = 1− 1/2i, является пространством граничных значений
оператора Lmin.
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Замечание. Приведенные значения коэффициентов можно заменить произвольными чи-
слами, которые удовлетворяют системе: αγ−αγ = −i, βδ−βδ = i, αδ−βγ = 0, βγ−αδ = 0,
αδ − βγ 6= 0.

Из теоремы 3 и результатов работы [8] следует, что справедлива

Теорема 2. Сужение оператора Lmax на множество функций y(x) ∈ W
[2n+1]
2 , удовле-

творяющих однородному краевому условию

(K − I)Γ1y + i(K + I)Γ2y = 0, (2)

где K — унитарный оператор в пространстве C
2n+1, является самосопряженным расши-

рением LK оператора Lmin. Обратно, для каждого самосопряженного расширения L̃ опера-
тора Lmin найдется унитарный оператор K такой, что L̃ = LK . Соответствие между
унитарными операторами {K} и расширениями {L̃} биективно.

Как известно (см., напр., [9]), краевые условия, выделяющие сужение L̃ оператора Lmax,
называются разделенными, если из принадлежности к Dom(L̃) функции f следует прина-
длежность к Dom(L̃) всякой функции g ∈ Dom(Lmax), которая совпадает с f вблизи a
и равна нулю вблизи b (или наоборот, совпадающей с f вблизи b и равной нулю вблизи a).

Теорема 3. Для квазидифференциальных операторов нечетного порядка не существу-
ет самосопряженных расширений, заданных разделенными краевыми условиями.

Для операторов четного порядка такие расширения существуют и описаны в [7] (см. так-
же [13]).

3. Диссипативные расширения и обобщенные резольвенты. Напомним, что пло-
тно заданный линейный оператор L в комплексном гильбертовом пространстве H называют
диссипативным, если

I(Lf, f)H > 0, f ∈ Dom(L),

и максимальным диссипативным, если, кроме того, у L нет нетривиальных диссипативных
расширений в пространстве H. В частности, каждый симметрический оператор — диссипа-
тивный, а самосопряженный — максимальный диссипативный.

Описание всех максимальных диссипативных расширений симметрического квазидиф-
ференциального оператора Lmin дает

Теорема 4. Cужение оператора Lmax на множество функций y(x) ∈ W
[2n+1]
2 , удовле-

творяющих однородному краевому условию (2), где K — сжатие в пространстве C
2n+1,

является максимально диссипативным расширением LK оператора Lmin. Обратно, для
каждого максимального диссипативного расширения L̃ оператора Lmin найдется сжа-
тие K такое, что L̃ = LK . Соответствие между сжатиями {K} и расширениями {L̃}
биективно.

Обобщенной резольвентой (см., напр., [12]) замкнутого симметрического оператора L
называют операторную функцию Rλ комплексного параметра λ ∈ C \ R, допускающую
представление вида

Rλf = P+(L+ − λI+)−1f, f ∈ H,

где L+ — какое-либо самосопряженное расширение оператора L с выходом, вообще говоря,
в более широкое, чем H, пространство H+, I+ — единичный оператор в H+, P+ — оператор
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ортогонального проектирования в H+ на H. Операторная функция Rλ (Iλ 6= 0) является
обобщенной резольвентой симметрического оператора L тогда и только тогда, когда

(Rλf, g)H =

+∞∫

−∞

d(Fµf, g)

µ − λ
, f, g ∈ H,

где Fµ — обобщенная спектральная функция оператора L. Это означает, что операторная
функция Fµ, µ ∈ R, обладает следующими свойствами [12]:

10. При µ2 > µ1 разность Fµ2
− Fµ1

является ограниченным неотрицательным опера-
тором.

20. Fµ+0 = Fµ при всех вещественных µ.
30. При любом x ∈ H

lim
µ→−∞

‖Fµx‖|H = 0, lim
µ→+∞

‖Fµx − x‖H = 0.

Конструктивное описание всех обобщенных резольвент симметрического в пространс-
тве L2 квазидифференциального оператора Lmin дает

Теорема 5. Существует взаимно однозначное соответствие между обобщенными
резольвентами оператора Lmin и краевыми задачами

l(y) = λy + h,

(K(λ) − I)Γ1f + i(K(λ) + I)Γ2f = 0,

где λ — комплексное число, Iλ < 0, h(x) ∈ L2, K(λ) — регулярная в нижней полуплоско-
сти операторная функция в пространстве C

2n+1 такая, что ‖K(λ)‖ 6 1. Оно задается
формулой Rλh = y, Im λ < 0.
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A. S. Goriunov, V. A. Mikhailets

On extensions of symmetric quasidifferential operators of odd order

The quasidifferential operators of an odd order on a compact interval are studied. The classes of
all self-adjoint and maximal dissipative extensions of the minimal quasidifferential operator in the
Hilbert space L2([a, b], C) and its generalized resolvents are described by means of the canonical
boundary conditions.
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