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Дослiджено поширення плоских пружних хвиль у шаруватих композитних стисливих

матерiалах з початковими напруженнями при проковзуваннi шарiв. Розглянуто випад-

ки поширення перпендикулярно до шарiв та вздовж шарiв. При поширеннi вздовж шарiв

отриманi дисперсiйнi рiвняння для квазiпоздовжнiх, квазiпоперечних та чисто зсувних

хвиль, а також їх довгохвильовi наближення.

Поширення пружних хвиль в шаруватих композитних матерiалах з початковими напружен-
нями розглядалося неодноразово, при цьому вважалося, що перемiщення та напруження на
границях роздiлу шарiв є неперервними. Так, в роботi [1] розроблено метод дослiдження та
детально розглянуто випадок поширення хвиль перпендикулярно до шарiв при скiнченних
(великих) початкових деформацiях. У роботi [2] розглянуто поширення хвиль вздовж ша-
рiв iз стисливих матерiалiв, причому, окрiм скiнченних початкових деформацiй, розглянуто
випадок малих початкових деформацiй. У [3] побудована лiнеаризована теорiя пружностi,
в якiй всi загальнi розв’язки наведенi в єдинiй формi як для теорiї скiнченних (великих)
початкових деформацiй, так i для першого та другого варiантiв теорiї малих початкових
деформацiй. Також в цiй роботi за допомогою лiнеаризованої теорiї дослiджено закономiр-
ностi поширення пружних хвиль в композитних шаруватих матерiалах. Тому в данiй роботi
будемо використовувати загальний метод дослiдження, викладений в [3].

Як вже зазначалося, в усiх вище розглянутих роботах дослiдження хвильових проце-
сiв в композитних шаруватих матерiалах з початковими напруженнями проводилися при
умовi iдеального контакту шарiв. Ми будемо проводити дослiдження при умовi повного
проковзування шарiв.

Розглянемо шаруватий композитний матерiал з початковими напруженнями, що скла-
дається з двох компонентiв, шари яких чергуються. Введемо двi лагранжевi системи коор-
динат: (x1, x2, x3) та (y1, y2, y3), якi збiгаються з декартовими системами вiдповiдно в при-
родному станi i в початковому напружено-деформiвному станi. Всi величини, якi вiднося-
ться до кожного з шарiв, позначимо зверху iндексом (j) (j = 1, 2); товщини шарiв в цих
системах — h(j) i h′(j); густини — ρ(j) i ρ′(j). Матерiали шарiв є стисливими, а деформа-
цiї однорiдними: ym = λ(j)

m x(j)m , де λ(j)
m — коефiцiєнт видовження вздовж координатної осi.

Вважаємо, що вiсь oy3 напрямлена перпендикулярно до границь роздiлу шарiв.
Основнi рiвняння в системi координат початкового стану (y1, y2, y3) мають вигляд [3]:
рiвняння руху для j-го шару

L′(j)
mαu

(j)
α = 0; L′(j)

mα = ω′(j)
imαβ

∂2

∂yi∂yβ
− ρ′(j)δmα

∂2

∂τ2
(i,m, α, β = 1, 2, 3), (1)
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де

ω′(j)
imαβ =

λ
(j)
i λ

(j)
β

λ
(j)
1 λ

(j)
2 λ

(j)
3

ω
(j)
imαβ , ρ′(j) =

1

λ
(j)
1 λ

(j)
2 λ

(j)
3

ρ(j); ω
(j)
imαβ —

пружнi сталi матерiалу;
вирази для визначення складових тензора напружень при y3 = const

Q′(j)
3m = ω′(j)

imαβ

∂u
(j)
α

∂yβ
. (2)

Розв’язок системи (1) запишемо у виглядi

u(j)α (y1, y2, y3, τ) = u(j)(0)α (y3)e
i(kntyt−ωτ) (t, α = 1, 2, 3; j = 1, 2), (3)

де k — хвильове число; ω — кругова частота; nt — складовi вектора хвильової нормалi. В (3)
та нижче iндексом (0) позначено амплiтуднi величини, якi залежать лише вiд y3.

Пiдставляючи розв’язок (3) в (1) i (2), отримаємо вiдповiдно систему рiвнянь для знахо-
дження амплiтуд вектора перемiщень i вирази для визначення амплiтуд складових тензора
напружень при y3 = const. Враховуючи це, далi будемо розглядати задачi лише вiдносно
амплiтудних величин.

Видiлимо два сусiднiх шари i приймемо, що шар, всi величини якого позначенi iнде-
ксом 1, займає по осi oy3 область 0 6 y3 6 h′(1), а другий шар, всi величини якого позначенi
iндексом 2, займає область −h′(2) 6 y3 6 0. Тодi при y3 = 0, на вiдмiну вiд умов неперерв-
ностi, що розглядалися в роботах [1–3], повиннi виконуватися такi умови контакту:

u
(1)(0)
3 (0) = u

(2)(0)
3 (0), Q′(1)

31 (0) = 0, Q′(2)
31 (0) = 0,

Q′(1)(0)
33 (0) = Q′(2)(0)

33 (0), Q′(1)
32 (0) = 0, Q′(2)

32 (0) = 0.

(4)

Внаслiдок перiодичностi структури матерiалу, повиннi також виконуватися умови перiоди-
чностi для амплiтудних величин

u
(1)(0)
3 (h′(1)) = u

(2)(0)
3 (−h′(2)), Q′(1)

31 (h
′(1)) = 0, Q′(2)

31 (−h′(2)) = 0,

Q′(1)(0)
33 (h′(1)) = Q′(2)(0)

33 (−h′(2)), Q′(1)
32 (h

′(1)) = 0, Q′(2)
32 (−h′(2)) = 0.

(5)

Таким чином, необхiдно визначити величини амплiтуд для перемiщень та знайти за
допомогою них амплiтуди складових тензора напружень, пiдставити знайденi вирази для
амплiтуд в умови контакту (4) та умови перiодичностi (5). Тодi з умов iснування нетривi-
ального розв’язку системи алгебраїчних рiвнянь отримаємо дисперсiйне рiвняння.

Вiдзначимо, що композитний шаруватий матерiал з умовами контакту мiж шарами (4)
має деякi особливостi. Зокрема, в ньому не можуть поширюватися поперечнi хвилi перпен-
дикулярно до шарiв.

Оскiльки випадок поширення поздовжнiх хвиль перпендикулярно до шарiв повнiстю
збiгається з дослiдженнями, проведеними у роботах [1, 3] при iдеальному контактi шарiв,
то перейдемо до випадку поширення хвиль вздовж шарiв.
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Поширення хвиль вздовж шарiв. Вважаємо, що хвилi поширюються в напрямку
осi oy1. В цьому випадку вихiдну задачу можна роздiлити на двi незалежнi: поширення
хвиль вздовж осi oy1, якi поляризованi в площинi y1oy3 (квазiпоздовжня хвиля та квазiпо-
перечна (зсувна) хвиля, поляризована у площинi y1oy3); поширення хвиль вздовж осi oy1,
поляризованих в площинi y1oy2 (чисто поперечна (зсувна) хвиля або SH-хвиля). Пiд квазi-
поздовжнiми та квазiпоперечними, розумiємо хвилi, якi при довгохвильовому наближеннi
переходять у вiдповiднi поздовжнi та поперечнi хвилi.

Хвилi, поляризованi в площинi y1oy3. В цьому випадку для перемiщень маємо:

u
(j)
1 6= 0, u

(j)
3 6= 0, u

(j)
2 ≡ 0. Розв’язок системи (1) можемо подати так [3]:

u
(1)(0)
1 = γ

(1)
1

(

B
(1)
1 eia

(1)
1 (y3−h′(1)/2) −B

(1)
2 e−ia

(1)
1 (y3−h′(1)/2)

)

+

+ γ
(1)
3

(

B
(1)
3 eia

(1)
3 (y3−h′(1)/2) −B

(1)
4 e−ia

(1)
3 (y3−h′(1)/2)

)

;

u
(1)(0)
3 = B

(1)
1 eia

(1)
1 (y3−h′(1)/2) +B

(1)
2 e−ia

(1)
1 (y3−h′(1)/2) +

+B
(1)
3 eia

(1)
3 (y3−h′(1)/2) +B

(1)
4 e−ia

(1)
3 (y3−h′(1)/2);

u
(2)(0)
1 = γ

(2)
1

(

B
(2)
1 eia

(2)
1 (y3+h′(2)/2) −B

(2)
2 e−ia

(2)
1 (y3+h′(2)/2)

)

+

+ γ
(2)
3

(

B
(2)
3 eia

(2)
3 (y3+h′(2)/2) −B

(2)
4 e−ia

(2)
3 (y3+h′(2)/2)

)

;

u
(2)(0)
3 = B

(2)
1 eia

(2)
1 (y3+h′(2)/2) +B

(2)
2 e−ia

(2)
1 (y3+h′(2)/2) +

+B
(2)
3 eia

(2)
3 (y3+h′(2)/2) +B

(2)
4 e−ia

(2)
3 (y3+h′(2)/2).

(6)

Тут B(j)
m , a

(j)
l , γ

(j)
l (m = 1, 4; l = 1, 3) — постiйнi; a

(j)
l та γ

(j)
l визначаються вiдповiдно до

результатiв роботи [3]; перемiщення u(j)(0)α (α = 1, 3; j = 1, 2) записанi вiдносно середини
кожного з шарiв.

Виражаючи складовi тензора напружень (2) через перемiщення (6) та пiдставляючи
їх разом з перемiщеннями в умови контакту (4) та перiодичностi (5), отримаємо однорiдну
систему восьмого порядку. Зважаючи на те, що система громiздка, тут її наводити не будемо
i розглянемо частиннi випадки.

Квазiпоздовжня хвиля. Для такої хвилi перемiщення u
(j)
1 симетричнi, а перемiщення

u
(j)
3 — антисиметричнi вiдносно середини вiдповiдних шарiв. У зв’язку з цим в (2) покладемо

B
(j)
1 = −B

(j)
2 , B

(j)
3 = −B

(j)
4 . (7)

Притримуючись вище викладеної процедури та враховуючи (7), одержимо однорiдну

систему алгебраїчних рiвнянь четвертого порядку вiдносно B
(j)
1 та B

(j)
3 . Умови контакту та

перiодичностi в цьому випадку збiгаються. Прирiвнюючи визначник цiєї системи до нуля,
отримаємо дисперсiйне рiвняння

ω′(2)
3113

(

a
(2)
1 γ

(2)
1 − a

(2)
3 γ

(2)
3

)[

ω′(1)
3113ω

′(1)
1313kγ

(1)
1 γ

(1)
3 (a

(1)
3 β13 − a

(1)
1 β11) +
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+ ω′(1)
1313ω

′(1)
1133k

2(γ
(1)
1 β13 − γ

(1)
3 β11) + ω′(1)

3113ω
′(1)
3333a

(1)
1 a

(1)
3 (γ

(1)
3 β13 − γ

(1)
1 β11) +

+ ω′(1)
1313ω

′(1)
3333k(a

(1)
1 β13 − a

(1)
3 β11)

]

β21β23 +

+ ω′(1)
3113

(

a
(1)
1 γ

(1)
1 − a

(1)
3 γ

(1)
3

)[

ω′(2)
3113ω

′(2)
1313kγ

(2)
1 γ

(2)
3 (a

(2)
3 β23 − a

(2)
1 β21) +

+ω′(2)
1313ω

′(2)
1133k

2(γ
(2)
1 β23−γ

(2)
3 β21)+ω′(2)

3113ω
′(2)
3333a

(2)
1 a

(2)
3 (γ

(2)
3 β23−γ

(2)
1 β21)+

+ ω′(2)
1313ω

′(2)
3333k(a

(2)
1 β23 − a

(2)
3 β21)

]

β11β13 = 0. (8)

У виразi (8) введено таке позначення:

βjn = tg a(j)n

h′(1)

2
(j = 1, 2; n = 1, 3). (9)

Перейдемо до довгохвильового наближення. Замiнюючи в (8) tg x на x, отримаємо

(

ω′(2)
1111 − ρ′(2)C2

ly1

)[

ω′(1)
1133

2
− ω′(1)

3333(ω
′(1)
1111 − ρ′(1)C2

ly1)
]

m+

+
(

ω′(1)
1111 − ρ′(1)C2

ly1

)[

ω′(2)
1133

2
− ω′(2)

3333(ω
′(2)
1111 − ρ′(2)C2

ly1)
]

= 0, (10)

де Cly1 = ω/k — швидкiсть квазiпоздовжньої хвилi, яка поширюється в напрямку осi oy1;

m = h′(2)/h′(1) — вiдношення товщини другого шару до товщини першого.
З виразу (10) випливає, що для квазiпоздовжньої хвилi iснує двi швидкостi поширення.

При малих m, або, що те саме, при h′(2) → 0 маємо:

C2
ly1,1 = ρ′(1)

−1
ω′(1)

1111, C2
ly1,2 = ρ′(2)

−1
(

ω′(2)
1111 − ω′(2)

1133

2
ω′(2)

3333

−1)

. (11)

Для великих m (h′(1) → 0) одержуємо

C2
ly1,1 = ρ′(2)

−1
ω′(2)

1111, C2
ly1,2 = ρ′(1)

−1
(

ω′(1)
1111 − ω′(1)

1133

2
ω′(1)

3333

−1)

. (12)

Зауважимо, що у формулах (11) та (12) першi вирази — це швидкостi поздовжнiх хвиль
в однорiдному матерiалi з початковими напруженнями вiдповiдно першого та другого ша-
рiв. У подальшому планується провести бiльш детальне дослiдження цього випадку поши-
рення хвиль.

Квазiпоперечна хвиля. Для такої хвилi перемiщення u
(j)
1 антисиметричнi, а перемiщення

u
(j)
3 симетричнi вiдносно середини вiдповiдних шарiв. У зв’язку з цим в (6) покладемо

B
(j)
1 = B

(j)
2 , B

(j)
3 = B

(j)
4 . (13)

Провiвши такi самi перетворення, що й для квазiпоздовжньої хвилi, але з урахуванням
спiввiдношень (13), отримаємо дисперсiйне рiвняння

ω′(2)
3113

(

a
(2)
1 γ

(2)
1 − a

(2)
3 γ

(2)
3

)[

ω′(1)
3113ω

′(1)
1313kγ

(1)
1 γ

(1)
3 (a

(1)
1 β13 − a

(1)
3 β11) +
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+ ω′(1)
1313ω

′(1)
1133k

2(γ
(1)
3 β13 − γ

(1)
1 β11) + ω′(1)

3113ω
′(1)
3333a

(1)
1 a

(1)
3 (γ

(1)
1 β13 − γ

(1)
3 β11) +

+ ω′(1)
1313ω

′(1)
3333k(a

(1)
3 β13 − a

(1)
1 β11)

]

+

+ ω′(1)
3113

(

a
(1)
1 γ

(1)
1 − a

(1)
3 γ

(1)
3

)[

ω′(2)
3113ω

′(2)
1313kγ

(2)
1 γ

(2)
3 (a

(2)
1 β23 − a

(2)
3 β21) +

+ω′(2)
1313ω

′(2)
1133k

2(γ
(2)
3 β23−γ

(2)
1 β21)+ω′(2)

3113ω
′(2)
3333a

(2)
1 a

(2)
3 (γ

(2)
1 β23−γ

(2)
3 β21)+

+ ω′(2)
1313ω

′(2)
3333k(a

(2)
3 β23 − a

(2)
1 β21)

]

= 0. (14)

Перейдемо до довгохвильового наближення. Обмежуючись одночленною апроксима-
цiєю, з (14) отримаємо

C2
1Sy3 =

(

ρ′(1)h′(1) + ρ′(2)h′(2)
)

−1
×

×
[

(ω′(1)
1331 − ω′(1)

3113

−1
ω′(1)

1313

2
)h′(1) + (ω′(2)

1331 − ω′(2)
3113

−1
ω′(2)

1313

2
)h′(2)

]

,

(15)

де C1Sy3 = ω/k — швидкiсть квазiпоперечної хвилi, яка поширюється в напрямку осi oy1
i поляризована в площинi y1oy3.

Вiдзначимо, що в результатi проведення цих же дослiджень в лiнiйнiй постановцi (без
початкових напружень), аналогiчно роботi [4], встановлено, що при довгохвильовому на-
ближеннi дисперсiйного рiвняння для квазiпоперечної хвилi необхiдно враховувати кубiчнi
члени при розкладi тангенсiв.

Хвиля, поляризована в площинi y1oy2. Чисто поперечна (зсувна) хвиля вздовж осi

oy1. В цьому випадку u
(j)
2 6= 0, u

(j)
1 ≡ 0, u

(j)
3 ≡ 0. За аналогiєю з (6), розв’язок системи (1)

подамо у виглядi [3]

u
(j)(0)
2 = A(j)eia

(j)y3 . (16)

Дисперсiйне рiвняння запишемо

sin a(1)h′(1) sin a(2)h′(2) = 0, (17)

звiдки випливає, що взаємодiї мiж шарами немає, i вони ковзають один по одному при
поширеннi хвиль. Оскiльки граничнi умови зводяться до рiвностi дотичних напружень ну-
левi на обох поверхнях шарiв, то в кожному з шарiв хвиля поширюється, незалежно вiд
iнших. Тому результати дослiджень в цьому випадку збiгаються з результатами поширення
SH -хвиль в шарi з початковими напруженнями, дослiдження яких проводилося в робо-
тах [3, 5]. Щоб розглянути симетричнi та несиметричнi SH -хвилi, аналогiчно до вказаних
робiт, потрiбно розв’язок (16) записати вiдносно середини кожного з шарiв, i для симетрич-
них хвиль прийняти умови (13), а для несиметричних — (7).

Таким чином, в данiй роботi дослiджено поширення плоских пружних хвиль в ком-
позитних шаруватих матерiалах з початковими напруженнями при проковзуваннi шарiв.
Розглянуто випадки поширення хвиль перпендикулярно до шарiв та вздовж шарiв. При
поширеннi вздовж шарiв отриманi дисперсiйнi рiвняння для квазiпоздовжнiх, квазiпопе-
речних та чисто зсувних хвиль, а також їх довгохвильовi наближення.
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On the propagation of waves in laminated composite compressible

materials with initial stresses at a slipping of layers

The propagation of plane elastic waves in laminated composite compressible materials with initial

stresses at a slipping of layers is investigated. The cases of the propagation perpendicularly to layers

and along layers are considered. The dispersion equations for quasilongitudinal, quasitransversal,

and SH-waves and their long-wave approximation for the propagation along layers are obtained.
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