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Отримано критерiй обмеженостi або сумовностi зi степенем p розв’язкiв двопара-

метричної системи Вольтерра з операторними коефiцiєнтами та обмеженостi в се-

редньому порядку p розв’язкiв її стохастичного аналога.

Формулювання основних результатiв. Нехай (B, ‖ · ‖) — комплексний банахiв простiр;
L(B) — банахiв простiр усiх лiнiйних обмежених операторiв, що дiють з B у B, I — оди-
ничний оператор у B. Покладемо при p ∈ [1;∞)

l2p(B) :=

{

x = {xn,m : n > 0,m > 0} ⊂ B | ‖x‖p :=

(

∞
∑

n=0

∞
∑

m=0

‖xn,m‖p

)1/p

< ∞

}

,

а також

l2∞(B) := {x = {xn,m : n > 0,m > 0} ⊂ B | ‖x‖∞ := sup
n>0,m>0

‖xn,m‖ < ∞}.

Зазначимо, що для кожного p ∈ [1;∞] (l2p(B), ‖ · ‖p) — комплексний банахiв простiр.
Нехай {Ak,j | k > 0, j > 0} — такий набiр операторiв з L(B), що

∞
∑

k=0

∞
∑

j=0

‖Ak,j‖ < ∞.

Покладемо K2 := {z = (z1, z2) ∈ C
2 : |z1| 6 1, |z2| 6 1}, i для фiксованих цiлих не-

вiд’ємних чисел n, m

Ω(n,m) := {(k, j) ∈ Z
2 | 0 6 k 6 n, 0 6 j 6 m, (k, j) 6= (n,m)}.

Тут C i Z — множина комплексних i цiлих чисел вiдповiдно.
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Справджуються такi теореми.

Теорема 1. Якщо для кожного (z1, z2) ∈ K2 оператор A(z1, z2) =
∞
∑

n=0

∞
∑

m=0
An,mzn1 z

m
2

є неперервно оборотним, то iснує такий набiр операторiв {Bn,m | n > 0, m > 0}, що
∞
∑

n=0

∞
∑

m=0
‖Bn,m‖ < ∞ i (A(z1, z2))

−1 =
∞
∑

n=0

∞
∑

m=0
Bn,mzn1 z

m
2 для кожного (z1, z2) ∈ K2.

Теорема 2. Нехай додатково A0,0 = I. Тодi нижченаведенi твердження є еквiвален-
тними:

i1) для деякого p ∈ [1;∞] двопараметрична дискретна система Вольтерра

u0,0 = t0,0,

un,m = −
∑

(k,j)∈Ω(n,m)

An−k,m−juk,j + tn,m, n > 0, m > 0, (n,m) 6= (0, 0),

має для довiльного t = {tn,m : n > 0, m > 0} ∈ l2p(B) єдиний розв’язок u = {un,m : n >

> 0, m > 0} у просторi l2p(B);

i2) для кожного (z1, z2) ∈ K2 оператор A(z1, z2) неперервно оборотний;
i3) твердження i1 виконується для кожного p ∈ [1;∞].
Нехай (Ω,ℑ, P ) — повний iмовiрнiсний простiр, B — додатково сепарабельний простiр.

При фiксованому p ∈ [1;∞] символом Lp(Ω, B) позначимо банахiв простiр iнтегровних за
нормою зi степенем p (суттєво обмежених за нормою при p = ∞) B-значних випадкових
елементiв, визначених на Ω. Норму в Lp(Ω, B) позначатимемо ‖ · ‖Ω,p. Набiр випадкових
елементiв {ξn,m : n > 0,m > 0} ⊂ Lp(Ω, B) назвемо обмеженим у середньому порядку p

(суттєво обмеженим при p = ∞), якщо

sup
n>0, m>0

‖ξn,m‖Ω,p < ∞.

Теорема 3. Нехай A0,0 = I. Наведенi нижче твердження еквiвалентнi:
j1) для деякого p ∈ [1;∞] набiр випадкових елементiв {ηn,m : n > 0, m > 0}, визначений

за правилом

η0,0 = ξ0,0,

ηn,m = −
∑

Ω(n,m)

An−k,m−jηk,j + ξn,m, n > 0, m > 0, (n,m) 6= (0, 0),

є обмеженим у середньому порядку p (суттєво обмеженим при p = ∞) для кожного
обмеженого в середньому порядку p (суттєво обмеженого при p = ∞) набору {ξn,m : n >

> 0, m > 0};
j2) виконується твердження i2 теореми 2;
j3) твердження j1 виконується для кожного p ∈ [1;∞].
Зазначимо, що теорема 1, яка є узагальненням теореми Вiнера про абсолютно збiжнi

ряди Фур’є на випадок степеневих рядiв з операторними коефiцiєнтами, суттєво викори-
стовується для доведення теореми 2.

Для одновимiрної дискретної системи Вольтерра аналогiчний теоремi 2 результат отри-
мано в роботi [1]. Про застосування дискретних систем Вольтерра див. [2, 3].
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Основнi моменти доведення теорем 1–3. Для доведення теореми 1 покладемо

F :=

{

f(z1, z2) =

∞
∑

n=0

∞
∑

m=0

an,mzn1 z
m
2 , (z1, z2) ∈ K2 | {an,m : n > 0, m > 0} ⊂ C,

|f | :=

∞
∑

n=0

∞
∑

m=0

|an,m| < ∞

}

,

R :=

{

X(z1, z2) =
∞
∑

n=0

∞
∑

m=0

Tn,mzn1 z
m
2 , (z1, z2) ∈ K2 | {Tn,m : n > 0, m > 0} ⊂ L(B),

‖X‖R :=

∞
∑

n=0

∞
∑

m=0

‖Tn,m‖ < ∞

}

.

Тодi (F, | · |) та (R, ‖ · ‖R) — банаховi алгебри з поточково визначеними операцiями, для
яких виконуються такi умови:

a) ∀n ∈ N ∀T1, . . . , Tn ∈ L(B) ∀ f1, . . . , fn ∈ F :

f1T1 + · · · + fnTn ∈ R; (1)

b) ∀T ∈ L(B) ∀ f ∈ F : ‖fT‖R = |f | · ‖T‖;
c) лiнiйнi комбiнацiї вигляду (1) утворюють скрiзь щiльну множину в R;
d) якщо X ∈ R, то ‖X(z1, z2)‖ 6 ‖X‖R для кожного (z1, z2) ∈ K2.
Зафiксуємо довiльний ненульовий неперервний гомоморфiзм M : F → C i доведемо, що

для нього

∃(ξ, ζ) ∈ K2 ∀f ∈ F : M(f) = f(ξ, ζ). (2)

Справдi, для елементiв f1,0(z1, z2) = z1, f0,1(z1, z2) = z2 iз F покладемо M(f1,0) := ξ,
M(f0,1) := ζ. Тодi M(f) = f(ξ, ζ) для кожного f ∈ F внаслiдок лiнiйностi та неперервно-
стi M . Оскiльки M як лiнiйний неперервний функцiонал має одиничну норму, то (ξ, ζ) ∈ K2.

Гомоморфiзм M породжує такий неперервний гомоморфiзм M : R → L(B), що M(fT ) =
= TM(f) для довiльних T ∈ L(B), f ∈ F . Розглянемо елемент A ∈ R такий, що A(z1, z2) =

=
∞
∑

n=0

∞
∑

m=0
An,mzn1 z

m
2 , (z1, z2) ∈ K2. Внаслiдок лiнiйностi i неперервностi M та зображен-

ня (2) M(A) =
∞
∑

n=0

∞
∑

m=0
An,mξnζm, а отже, за умовою теореми 1 M(A) має лiвий обернений

оператор в L(B).
Таким чином, з урахуванням умов a–d i зображення (2) згiдно з теоремою 3 iз [4] еле-

мент A має лiвий обернений в R, який позначимо символом B. Оскiльки для кожного
(z1, z2) ∈ K2 оператор A(z1, z2) неперервно оборотний i його лiвий обернений збiгається
з B(z1, z2), то елемент B є оберненим для A в R, що завершує доведення теореми 1.

Доведення теореми 2 використовує теорему 1 i проводиться аналогiчно доведенню те-
ореми 1 роботи [1].

Правильнiсть теореми 3 перевiряється за допомогою зведення до детермiнованого ви-
падку i застосування теореми 2. При цьому використовуються мiркування, аналогiчнi на-
веденим при доведеннi леми 2 з [5].
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M.F. Gorodnii, К.V. Lukash

On the properties of solutions of a two-parameter discrete Volterra

system

We obtain a criterion for solutions of a two-dimensional Volterra system with operator coefficients

to be bounded or p-th power summable and a criterion for solutions of a system’s stochastic analog

to be bounded in the p-th order mean.
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