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Про одну кубатурну формулу для обчислення 2D

коефiцiєнтiв Фур’є з використанням iнтерлiнацiї

функцiй

(Представлено академiком НАН України I. В. Сергiєнком)

На класi функцiй f(x, y) з неперервними в G = [0, 1]2 похiдними f (p,0), f (0,p), f (p,p), для

яких ‖f (p,0)‖C(G), ‖f (0,p)‖C(G), ‖f (p,p)‖C(G) = 1, p = 1, 2, будується кубатурна формула

для обчислення коефiцiєнтiв Фур’є cm,n(f), |m|, |n| 6 N на основi сплайн-iнтерполя-

цiї, побудованої з використанням операторiв сплайн-iнтерлiнацiї. Знайдено оцiнку по-

хибки.

У цифровiй обробцi двовимiрних сигналiв високу точнiсть можна отримати при викори-
станнi нового сiткового iнформацiйного оператора-iнтерполянта, побудованого на основi
операторiв iнтерлiнацiї [1]. На його основi будуються новi оптимальнi за порядком точностi
кубатурнi формули обчислення подвiйних iнтегралiв вiд швидкоосцилюючих функцiй на
основi сплайн-iнтерлiнацiї на рiзних класах функцiй.

Побудова кубатурних формул наближеного обчислення 2D коефiцiєнтiв Фур’є з викорис-
танням нового сiткового iнформацiйного оператора-iнтерполянта, побудованого на основi
операторiв iнтерлiнацiї на рiзних класах функцiй, дослiджувалась у [2–5]. Основною перева-
гою цих кубатурних формул є на порядок зменшене використання значень пiдiнтегральної
функцiї порiвняно з класичними формулами для досягнення заданої точностi.

У данiй роботi наведено новий пiдхiд до знаходження оцiнки похибки кубатурної форму-
ли, яка отримується через оцiнку похибки наближення функцiї оператором-iнтерлiнантом
та оцiнку похибки наближення оператора-iнтерлiнанта оператором-iнтерполянтом, побудо-
ваним на основi оператора-iнтерлiнанта.

Дослiджується така задача. На класi дiйсних функцiй двох змiнних f(x, y), визначених
на G = [0, 1]2 i таких, що частиннi похiднi p-го порядку за змiнними x та y, а також мi-
шанi похiднi p-го порядку дорiвнюють одиницi на заданих лiнiях, тобто f (p,0)(xk, y) = 1,
f (0,p)(x, yj) = 1, f (p,p)(x, y) = 1, p = 1, 2, xk = k∆, yj = j∆, ∆ = 1/ℓ, будуємо кубатур-
ну формулу наближеного обчислення 2D коефiцiєнтiв Фур’є з використанням iнтерлiнацiї
функцiй.

Розглянемо допомiжнi функцiї, якi використовуються для побудови кубатурної формули
наближення коефiцiєнтiв Фур’є функцiї двох змiнних:

h10(x) =





0, x 6 x0,

x− x1
−∆

, x0 6 x < x1,

0, x > x1,

H10(y) =





0, y 6 y0,

y − y1
−∆

, y0 6 y < y1,

0, y > y1,
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h1k(x) =





0, x 6 xk−1,

x− xk
∆

, xk−1 6 x < xk,

x− xk+1

−∆
, xk 6 x < xk+1,

0, x > xk+1,

k = 1, ℓ− 1,

H1j(y) =





0, y 6 yj−1,

y − yj
∆

, yj−1 6 y < yj,

y − yj+1

−∆
, yj 6 y < yj+1,

0, y > yj+1,

j = 1, ℓ− 1,

h1ℓ(x) =





0, x 6 xℓ−1,

x− xℓ
∆

, xℓ−1 6 x < xℓ,

0, x > xℓ,

H1ℓ(y) =





0, y 6 yℓ−1,

y − yℓ
∆

, yℓ−1 6 y < yℓ,

0, y > yℓ,

xk = k∆, yr = r∆, ∆ =
1

ℓ
,

h̃10(x) =





0, x 6 x̃0,

x− x̃1
−∆1

, x̃0 6 x < x̃1,

0, x > x̃1,

H̃10(y) =





0, y 6 ỹ0,

y − ỹ1
−∆1

, ỹ0 6 y < ỹ1,

0, ỹ > y1,

h̃1k(x) =





0, x 6 x̃
k̃−1

,

x− x̃
k̃

∆1
, x̃

k̃−1
6 x < x̃

k̃
,

x− x̃
k̃+1

−∆1
, x̃

k̃
6 x < x̃

k̃+1
,

0, x > x̃
k̃+1

,

k̃ = 1, ℓ2 − 1,

H̃1j̃(y) =





0, y 6 ỹ
j̃−1,

y − ỹ
j̃

∆1
, ỹ

j̃−1 6 y < ỹ
j̃
,

y − y
j̃+1

−∆1
, ỹ̃

6j
6 y < ỹ

j̃+1,

0, y > ỹ
j̃+1,

j̃ = 1, ℓ2 − 1,
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h̃1ℓ2(x) =





0, x 6 x̃ℓ2−1,

x− xℓ
∆1

, x̃ℓ2−1 6 x < x̃ℓ2 ,

0, x > x̃ℓ2 ,

H̃1ℓ2(y) =





0, y 6 ỹℓ2−1,

y − ỹℓ2

∆1
, ỹℓ2−1 6 y < ỹℓ2 ,

0, y > ỹℓ2 ,

x̃
k̃
= k̃∆1, ỹ

j̃
= j̃∆1, k̃, j̃ = 0, ℓ2, ∆1 =

1

ℓ2
.

Тодi оператор-iнтерлiнант

Of(x, y) =
ℓ∑

k=0

h1k(x)f(xk, y) +
ℓ∑

j=0

H1j(y)f(x, yj)−
ℓ∑

k=0

ℓ∑

j=0

f(xk, yj)h1j(x)H1j(y)

має такi властивостi:

Of(xk, y) = f(xk, y), k = 0, ℓ, Of(x, yj) = f(x, yj), j = 0, ℓ.

Для обчислення iнтеграла I21 (m,n) =
1∫
0

1∫
0

f(x, y) sin(2πmx) sin(2πny) dxdy пропонується фор-

мула, побудована замiною функцiї f(x, y) оператором-iнтерлiнантом Of(x, y):

Φ2
1(m,n) =

1∫

0

1∫

0

Of(x, y) sin(2πmx) sin(2πny) dxdy.

Пiдставивши вираз для оператора-iнтерлiнанта, матимемо:

Φ2
1(m,n) =

ℓ∑

k=0

1∫

0

h1k(x) sin(2πmx) dx

1∫

0

f(xk, y) sin(2πny) dy +

+
ℓ∑

j=0

1∫

0

H1j(y) sin(2πny) dy

1∫

0

f(x, yj) sin(2πmx) dx −

−

ℓ∑

k=0

ℓ∑

j=0

f(xk, yj)

1∫

0

h1k(x) sin(2πmx) dx

1∫

0

H1j(y) sin(2πny) dy.

Для обчислення iнтегралiв

1∫

0

f(xk, y) sin(2πny) dy,

1∫

0

f(x, yj) sin(2πmx) dx

використаємо квадратурнi формули з похибкою наближення O(∆2) = O(∆1):

Φ̃2
1(m,n) =

ℓ∑

k=0

ℓ2∑

j̃=0

f(xk, ỹj̃)

1∫

0

h1k(x) sin 2πmxdx

1∫

0

H̃1j̃(y) sin 2πnydy +
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+
ℓ∑

j=0

ℓ2∑

k̃=0

f(x̃
k̃
, yj)

1∫

0

H1j(y) sin 2πnydy

1∫

0

h̃
1k̃
(x) sin 2πmxdx−

−

ℓ∑

k=0

ℓ∑

j=0

f(xk, yj)

1∫

0

h1k(x) sin 2πmxdx

1∫

0

H1j(y) sin 2πnydy,

x̃
k̃
= k̃∆1, ỹ

j̃
= j̃∆1, k̃, j̃ = 0, ℓ2, ∆1 =

1

ℓ2
.

Iнтеграли

1∫

0

h1k(x) sin 2πmxdx,

1∫

0

H̃1j̃(y) sin 2πnydy,

1∫

0

H1j(y) sin 2πnydy,

1∫

0

h̃
1k̃
(x) sin 2πmxdx

обчислюються точно. Отже, для обчислення iнтеграла

I21 (m,n) =

1∫

0

1∫

0

f(x, y) sin(2πmx) sin(2πny) dxdy

пропонується формула

Φ̃2
1(m,n) =

1∫

0

1∫

0

Õf(x, y) sin(2πmx) sin(2πny) dxdy,

побудована замiною функцiї f(x, y) оператором-iнтерполянтом на основi оператора-iнтер-
лiнанта

Õf(x, y) =

ℓ∑

k=0

ℓ2∑

j̃=0

h1k(x)H̃1j̃(y)f(xk, ỹj̃) +

ℓ∑

j=0

ℓ2∑

k̃=0

H1j(y)h̃1k̃(x)f(x̃k̃, yj)−

−
ℓ∑

k=0

ℓ∑

j=0

h1k(x)H1j(y)f(xk, yj).

Теорема. Справедливою є така оцiнка похибки наближення I21 (m,n) кубатурною фор-
мулою Φ̃2

1(m,n):

ρ(I21 (m,n), Φ̃2
1(m,n)) =

p

(p+ 2)!

(
p

(p+ 2)!
+ 2

)
∆2p,

де

ρ(I21 (m,n), Φ̃2
1(m,n)) =

∣∣∣∣∣

1∫

0

1∫

0

(f(x, y)− Õf(x, y)) sin(2πmx) sin(2πny) dxdy

∣∣∣∣∣.
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Доведення базується на отриманнi оцiнки похибки кубатурної формули через оцiнку по-
хибки наближення функцiї оператором-iнтерлiнантом та оцiнку похибки наближення опе-
ратора-iнтерлiнанта оператором-iнтерполянтом, побудованим на основi оператора-iнтерлi-
нанта. Тобто

ρ(I21 (m,n), Φ̃2
1(m,n)) 6 ρ(I21 (m,n),Φ2

1(m,n)) + ρ(Φ2
1(m,n), Φ̃2

1(m,n)),

ρ(I21 (m,n),Φ2
1(m,n)) =

∣∣∣∣∣

1∫

0

1∫

0

(f(x, y)−Of(x, y)) sin(2πmx) sin(2πny) dxdy

∣∣∣∣∣,

ρ(Φ2
1(m,n), Φ̃2

1(m,n)) =

∣∣∣∣∣

1∫

0

1∫

0

(Of(x, y)− Õf(x, y)) sin(2πmx) sin(2πny) dxdy

∣∣∣∣∣.

При p = 1 маємо

ρ(I21 (m,n), Φ̃2
1(m,n)) =

13

36
∆2,

а при p = 2

ρ(I21 (m,n), Φ̃2
1(m,n)) =

25

144
∆4.

Зауваження. Якщо для наближення I21 (m,n) використовувати такий самий метод, але
замiсть f(x, y) пiдставляти пiд знак iнтеграла класичний сплайн-iнтерполянт S(x, y) =

=
ℓ2∑

k̃=0

ℓ2∑

j̃=0

h̃
1k̃
(x)H̃1j̃(y)f(x̃k̃, ỹj̃), матимемо наближення з тим самим порядком, але при цьо-

му буде використано Qclassic = O(ℓ4) значень f(x̃
k̃
, ỹ

j̃
). При застосуваннi ж запропонованого

у роботi методу Q = O(ℓ3).
Таким чином, на основi нового сiткового iнформацiйного оператора-iнтерполянта, по-

будованого на основi операторiв iнтерлiнацiї, одержана кубатурна формула наближеного
обчислення 2D коефiцiєнтiв Фур’є на класi функцiй, частиннi похiднi яких p-го порядку
за змiнними x та y (p = 1, 2), а також мiшанi похiднi p-го порядку дорiвнюють одиницi на
заданих лiнiях. Дана кубатурна формула використовує на порядок менше значень пiдiн-
тегральної функцiї порiвняно з класичними формулами для досягнення заданої точностi.
Знайдено оцiнку похибки.
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About one cubature formula for the calculation of two-dimensional

Fourier coefficients with the use of the interlineation of functions

A cubature formula for the calculation of two-dimensional Fourier coefficients cm,n(f), |m|, |n| 6

6 N is given, where f(x, y): f (p,0), f (0,p), f (p,p) ∈ C(G), G = [0, 1]2, ‖f (p,0)‖C(G), ‖f
(0,p)‖C(G),

‖f (p,p)‖C(G) = 1, p = 1, 2. This formula is constructed on the spline-interpolation by using the

operators of spline-interlineation of functions. The error estimation is found.
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