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Нехай (T, d) — повний псевдометричний простiр, а X — сепарабельний збiжнiсний прос-
тiр. Говоримо, що послiдовнiсть (fn) у TX збiгається до f ∈ TX рiвномiрно в точцi x,
якщо спiввiдношення fn(xn) → f(x) справджується для всякої збiжної до x послiдов-
ностi (xn). Показано, що для вiдносної компактностi (fn) вiдносно поточково збiжної
послiдовностi необхiдною i достатньою є така пара умов: 1) d(fn(xn), fn(x)) → 0 для
будь-яких x ∈ X i збiжної до x послiдовностi (xn); 2) iснує злiченна послiдовнiсно щiль-
на множина X0 ⊂ X така, що всi послiдовностi (fn(x)), x ∈ X0, вiдносно компактнi.

У цьому повiдомленнi класичну теорему Арцела–Асколi (див., наприклад, [1, 2]) узагаль-
нено в таких напрямах: 1) область визначення вiдображень — збiжнiсний, не обов’язково
топологiчний, простiр; 2) цей простiр не обов’язково послiдовнiсно компактний; 3) вiдобра-
ження не обов’язково послiдовнiсно неперервнi. У такiй постановцi рiвномiрна на всьому
просторi збiжнiсть перестає бути адекватною, тож розглядаємо слабшу збiжнiсть — поточ-
ково рiвномiрну.

Скрiзь нижче (T, d) — псевдометричний простiр.
Лема 1. Нехай tkn, tn (k, n ∈ N) — деякi точки в T . Припустимо, що

lim
k→∞

lim
n→∞

d(tkn, tn) = 0 (1)

i при кожному k послiдовнiсть (tkn, n ∈ N) фундаментальна. Тодi послiдовнiсть (tn) та-
кож фундаментальна.

Доведення. Записавши d(tn, tm) 6 d(tn, t
k
n)+d(t

k
m, t

k
m)+d(t

k
n, tm), одержимо з останнього

припущення

lim
n→∞,m→∞

d(tn, tm) 6 2 lim
n→∞

d(tn, t
k
n),

пiсля чого фундаментальнiсть (tn) випливає з (1).
Лема 2. Нехай виконано умови леми 1 i, крiм того, простiр T повний. Тодi:
1) кожна з послiдовностей (tkn, n ∈ N) збiгається;
2) (tn) збiгається;
3) спiввiдношення

tn → t, tkn → tk при n→ ∞ (k = 1, 2, . . .) (2)

зумовлюють tk → t.
Доведення. Першi два твердження випливають iз фундаментальностi послiдовностей

(tkn, n ∈ N) i, за лемою 1, (tn) та повноти T .
Спiввiдношення tk → t — простий наслiдок (1), (2) i нерiвностi трикутника.

30 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2011, №10



У подальшому X — довiльна (до появи додаткових припущень) непорожня множина.
Нехай ι — вiдображення з X у 2X

N \ {∅} (тобто для кожного x ∈ X ι[x] — непорожня
множина послiдовностей вX). Назвемо множину Y ⊂ X ι-замкнутою, якщо для будь-якого
x ∈ X спiввiдношення

Y N
⋂
ι[x] 6= ∅ (3)

зумовлює x ∈ Y .
Лема 3. Перетин довiльної сукупностi ι-замкнутих множин — ι-замкнута множина.
Доведення. Нехай Y =

⋂
Xα, де α пробiгає деяку множину позначок, аXα — ι-замкнутi

пiдмножини X. Тодi Y N =
⋂
XN
α , що дозволяє переписати (3) у виглядi

XN
α

⋂
ι[x] 6= ∅ при всiх α.

Звiдси за припущенням про Xα маємо x ∈ Xα при всiх α.
Лема 3 дає змогу означити ι-замикання множини V ⊂ X як найменшу з тих ι-замкну-

тих пiдмножин множини X, якi мiстять V . Пiдмножину, ι-замикання якої спiвпадає з X,
назвемо ι-щiльною.

Введемо умови:
A1. При кожному x ∈ X0 послiдовнiсть (fn(x)) фундаментальна.
A2. Для будь-яких x ∈ X i (xk) ∈ ι[x]

lim
k→∞

lim
n→∞

d(fn(xk), fn(x)) = 0. (4)

Лема 4. Нехай X0 — ι-щiльна множина в X, а (fn) — задовольняюча умови A1 i A2
послiдовнiсть у TX . Тодi для будь-якого x ∈ X послiдовнiсть (fn(x)) фундаментальна.

Доведення. Позначимо Y = {y ∈ X : (fn(y)) фундаментальна}. Потрiбно показати, що
Y = X. А це, з огляду на A1 i ι-щiльнiсть X0, рiвносильно ι-замкнутостi Y .

Нехай x ∈ X, (xk) ∈ Y N
⋂
ι[x]. Tодi за лемою 1, застосованою до tkn = fn(xk) i tn = fn(x),

послiдовнiсть (fn(x)) фундаментальна, тобто x ∈ Y .
Вiдображення f : X → T називатимемо: ι-неперервним у точцi x ∈ X, якщо для

будь-якої (xk) ∈ ι[x]

f(xk) → f(x); (5)

ι-неперервним на X (але “на X” розумiтиметься за умовчанням), якщо (5) справджується
для всiх x ∈ X i (xk) ∈ ι[x].

Лема 5. Нехай X0 — ι-щiльна множина в X, а (fn) — задовольняюча умови A1 i A2
послiдовнiсть у TX . Припустимо також, що T повний. Тодi (fn) поточково збiгається
i будь-яка границя її — ι-неперервне вiдображення.

Доведення. Перше твердження випливає з леми 4 i повноти T .
Нехай x ∈ X, (xk) ∈ ι[x], а f — вiдображення X у T таке, що

fn(x) → f(x), fn(xk) → f(xk) при n→ ∞ (k = 1, 2, . . .).

Тодi лема 2, застосована до tkn = fn(xk), t
k = f(xk), tn = fn(x) i t = f(x), стверджує (5).

Пригадаймо, що послiдовнiсть у надiленiй збiжнiстю (топологiчною, порядковою чи за-
даною аксiоматично) множинi називається вiдносно компактною (в. к.), якщо кожна її пiд-
послiдовнiсть мiстить збiжну пiдпослiдовнiсть.
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Лема 6. Нехай (fn) — задовольняюча умову A2 послiдовнiсть у TX . Припустимо та-
кож, що iснує злiченна ι-щiльна множина X0 ⊂ X така, що для будь-якого x ∈ X0 по-
слiдовнiсть (fn(x)) в. к. Tодi (fn) в. к. вiдносно поточкової збiжностi i кожна часткова
границя її — ι-неперервне вiдображення.

Доведення. Занумеруємо будь-як елементи множини X0 i позначимо m-й елемент че-
рез ym. Нехай J0 — довiльна нескiнченна множина натуральних чисел. За припущенням для
кожного m ∈ N iснує нескiнченна множина Jm−1 ⊂ Jm така, що послiдовнiсть (fn(ym), n ∈
∈ Jm) збiгається. Позначимо J множину, m-й елемент якої такий же, як у Jm. Тодi для
будь-якого y ∈ X0 послiдовнiсть (fn(y), n ∈ J) збiгається. При цьому за умовою A2 для
всiх x ∈ X i (xk) ∈ ι[x]

lim
k→∞

lim
n→∞,n∈J

d(fn(xk), f(x)) = 0.

Тодi за лемою 5 послiдовнiсть (fn, n ∈ J) поточково збiгається i будь-яка границя її —
ι-неперервне вiдображення.

Назвемо збiжнiсним простором пару (X, cnvr), де X — непорожня множина, a cnvr —
вiдображення X у 2X

N

таке, що для кожного x ∈ X множина cnvr[x] має властивостi:
(i) (x, x, . . .) ∈ cnvr[x];
(ii) якщо cnvr[x] мiстить деяку послiдовнiсть, то вона мiстить i всi її пiдпослiдовностi;
(iii) якщо (yk) ∈ cnvr[x] i

xn = yk при nk−1 < n 6 nk, (6)

де n0 = 0, а (nk) — строго зростаюча послiдовнiсть натуральних чисел, то (xn) ∈ cnvr[x].
Останнє спiввiдношення будемо записувати ще так: xn → x (це не виключає, що xn → y 6= x)
i читати “(xn) збiгається x”, називаючи при цьому x границею (точнiше однiєю з границь)
послiдовностi (xn).

У збiжнiсних просторах префiкс ι- у даних вище означеннях замiнюємо словом “послi-
довнiсно”. Наприклад, називатимемо вiдображення f : X → T послiдовнiсно неперервним
у точцi x, якщо (5) справджується для будь-якої збiжної до x послiдовностi (xk). Читач
легко переформулює леми 3–6 у цих термiнах.

У подальшому X означає збiжнiсний простiр. Назвемо послiдовнiсть (fn) у TX асимп-
тотично послiдовнiсно одностайно неперервною (а. п. о. н.) у точцi x (вiдповiдно, на X,
але “на X”, як правило, випускатиметься), якщо для будь-якої збiжної до x послiдовностi
(вiдповiдно, для всiх x ∈ X та (xn) ∈ cnvr[x]) справджується спiввiдношення

d(fn(xn), fn(x)) → 0.

Говоримо, що послiдовнiсть (fn) у TX збiгається до f рiвномiрно в точцi x (вiдповiдно,
поточково рiвномiрно), якщо для всякої збiжної до x послiдовностi (xn) (вiдповiдно, для
всiх x ∈ X i (xn) ∈ cnvr[x]) справджується

fn(xn) → f(x). (7)

Пригадавши властивiсть (i) вiдображення cnvr, виводимо з останнього означення таке.
Лема 7. Якщо послiдовнiсть (fn) у TX збiгається до f рiвномiрно в точцi x, то

fn(x) → f(x).
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Також безпосередньо з даних вище означень випливає
Лема 8. Нехай f , f1, f2, . . . — вiдображення з X у T , а x — точка в X така, що

fn(x) → f(x). Тодi для того щоб послiдовнiсть (fn) збiгалась до f рiвномiрно в точцi x,
необхiдно i достатньо, щоб (fn) була а. п. о. н. у цiй точцi.

З останнiх двох лем маємо
Наслiдок 1. Нехай послiдовнiсть (fn) у TX в. к. вiдносно поточково рiвномiрної збiж-

ностi. Тодi вона а. п. о. н. i для кожного x ∈ X послiдовнiсть (fn(x)) в. к.
Зауваження 1. Стацiонарна послiдовнiсть (f, f, . . .) не збiгається до f рiвномiрно в тих

точках, у яких f не є послiдовнiсно неперервною. Тому простiр TX , надiлений поточково
рiвномiрною збiжнiстю, не є, взагалi кажучи, збiжнiсним. Але вищенаведене означення
вiдносної компактностi застосовне i до цiєї збiжностi.

Лема 9. Кожна пiдпослiдовнiсть а. п. о. н. (у точцi чи на X) послiдовностi в TX сама
має цю властивiсть.

Доведення. Припустимо, що послiдовнiсть (fn) у TX має не а. п. о. н. у точцi x пiдпо-
слiдовнiсть. Це те саме, що

lim
n→∞

d(fn(zn), fn(x)) > c

для деяких c > 0 i (zn) ∈ cnvr[x]. Тодi iснує строго зростаюча послiдовнiсть (nk) натураль-
них чисел така, що

d(fnk
(yk), fnk

(x)) > c, k ∈ N, (8)

де yk = znk
. За вибором (zn) i властивiстю (ii) вiдображення cnvr послiдовнiсть (yk) також

збiгається до x. Тодi внаслiдок (iii) збiгається до x i задана рiвнiстю (6) послiдовнiсть (xn).
Переписавши (8) з урахуванням (6) у виглядi

d(fnk
(xnk

), fnk
(x)) > c, k ∈ N, (9)

бачимо, що послiдовнiсть (fn) не а. п. о. н. у точцi x.
Наслiдок 2. Нехай (fn) — а. п. о. н. у точцi x послiдовнiсть у TX . Тодi рiвнiсть (4)

справджується для всякої збiжної до x послiдовностi (xk).
Доведення. Нехай iснують послiдовнiсть (xk) ∈ cnvr[x] i додатне число c такi, що

lim
k→∞

lim
n→∞

d(fn(xk), fn(x)) > c.

Тодi iснують нескiнченна множина S ⊂ N i строго зростаюча послiдовнiсть (nk, k ∈ S)
натуральних чисел такi, що

d(fnk
(xk), fnk

(x)) > c, k ∈ S. (10)

За властивiстю (ii) вiдображення cnvr послiдовнiсть (xk, k ∈ S) також збiгається до x.
Тому (10) означає, що пiдпослiдовнiсть (fnk

, k ∈ S) послiдовностi (fn, n ∈ N) не а. п. о. н.
у точцi x.

Поточково рiвномiрну збiжнiсть називатимемо ще твердою.
Наслiдок 3. Будь-яка з границь твердо збiжної послiдовностi в TX — послiдовнiсно

неперерервне вiдображення.
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Доведення. Нехай (fn) твердо збiгається до f . Тодi за лемою 8 вона а. п. о. н. Тепер
спiввiдношення (5) для довiльних x ∈ X i (xk) ∈ cnvr[x] випливає з наслiдку 2, леми 7
i очевидної нерiвностi

d(f(xk), f(x)) 6 d(f(xk), fn(xk)) + d(fn(xk), fn(x)) + d(fn(x), f(x)).

Теорема 1. Нехай T — повний псевдометричний простiр, X — збiжнiсний простiр,
X0 — послiдовнiсно щiльна множина в X, а (fn) — а. п. о. н. послiдовнiсть у TX така, що
для будь-якого x ∈ X0 послiдовнiсть (fn(x)) збiгається. Тодi (fn) твердо збiгається.

Доведення. Послiдовнiсть (fn) має властивостi A1 (за припущенням) i A2 (за на-
слiдком 2). Тому лема 5 стверджує, що вона поточково збiгається на X. За лемою 8 ця
збiжнiсть тверда.

Збiжнiсний простiр, що мiстить злiченну послiдовнiсно щiльну пiдмножину, називати-
мемо послiдовнiсно сепарабельним (або просто сепарабельним, якщо з контексту зрозумiло,
що розглядається саме збiжнiсний простiр). Уведемо умову:

A3. Послiдовнiсть (fn(x)) в. к. при всiх x iз деякої злiченної послiдовнiсно щiльної мно-
жини.

Теорема 2. Нехай T — повний псевдометричний простiр, X — сепарабельний збiж-
нiсний простiр, a (fn) — а. п. о. н. послiдовнiсть у TX , що задовольняє умову A3. Тодi (fn)
в. к. вiдносно твердої збiжностi.

Доведення. За наслiдком 2 послiдовнiсть (fn) задовольняє умову A2. Тому лема 6
стверджує, що вона в. к. вiдносно поточкової збiжностi. Будь-яка поточково збiжна пiдпо-
слiдовнiсть її за лемою 9 а. п. о. н., вiдтак, за лемою 8, збiгається твердо.

Поєднавши теорему 2 з наслiдком 1, одержимо
Наслiдок 4. Нехай T — повний псевдометричний простiр, X — сепарабельний збiж-

нiсний простiр. Тодi для того щоб послiдовнiсть (fn) у TX була в. к. вiдносно твердої
збiжностi, необхiдно i достатньо, щоб вона була а. п. о. н. i задовольняла умову A3.

Розглядатимемо топологiчний простiр як збiжнiсний, ототожнюючи за умовчанням
cnvr[x] iз множиною топологiчно збiжних до x послiдовностей. Сiм’ю всiх околiв точки x
у топологiчному просторi X позначаємо τ(x). Вiдношення ⊃ робить її напрямленою мно-
жиною. Границю довiльної напрямленостi F : τ(x) → R позначаємо lim

U∈τ(x)
F (U). Очевидним

є таке твердження.
Лема 10. Нехай X — топологiчний простiр, x — точка в ньому, а (fn) — послiдовнiсть

у TX така, що

lim
U∈τ(x)

lim
n→∞

sup
y∈U

d(fn(y), fn(x)) = 0. (11)

Тодi (fn) а. п. о. н. в точцi x.
Лема 11. Нехай X — топологiчний простiр, x — точка в ньому, а (fn) — задоволь-

няюча умову (11) i поточково збiжна до деякого вiдображення f послiдовнiсть у TX . Тодi f
неперервна в точцi x.

Доведення. Записавши

sup
y∈U

d(fn(y), f(x)) = sup
y∈U

lim
n→∞

d(fn(y), fn(x)) 6 lim
n→∞

sup
y∈U

d(fn(y), fn(x)),

дiстанемо з (11) lim
U∈τ(x)

sup
y∈U

d(f(y), f(x)) = 0.
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Лема 10, теорема 2 i лема 11 приводять до такого висновку.
Наслiдок 5. Нехай X — послiдовнiсно сепарабельний топологiчний простiр, T — пов-

ний псевдометричний простiр, а (fn) — послiдовнiсть у TX , що задовольняє умови A3
i (11) (останню — при всiх x ∈ X). Тодi (fn) в. к. вiдносно твердої збiжностi i кожна її
границя — неперервне вiдображення.

Лема 12. Нехай X — топологiчний простiр, а (fn) — а. п. о. н. у точцi x ∈ X по-
слiдовнiсть у TX . Припустимо, що τ(x) має конфiнальну послiдовнiсть (Uk, k ∈ N). Тодi
справджується рiвнiсть (11).

Доведення. Порушення (11) рiвносильне, з огляду на конфiнальнiсть (Uk), iснуванню
додатного числа c такого, що

lim
n→∞

sup
y∈Uk

d(fn(y), fn(x)) > 2c, k ∈ N.

А це означає iснування такої послiдовностi (nk) натуральних чисел, що

sup
y∈Uk

d(fnk
(y), fnk

(x)) > 2c, k ∈ N.

Узявши таку точку xk ∈ Uk, що

d(fnk
(xk), fnk

(x)) > sup
y∈Uk

d(fnk
(y), fnk

(x))− c,

приходимо до (9). При цьому xk → x, бо xk ∈ Uk i послiдовнiсть (Uk) конфiнальна у τ(x).
Отже, послiдовнiсть (fnk

) не а. п. о. н. у x. Тодi за лемою 9 i (fn) не має цiєї властивостi.
Наслiдок 6. Нехай X — топологiчний простiр iз першою аксiомою злiченностi,

а (fn) — в. к. вiдносно твердої збiжностi послiдовнiсть у TX . Тодi для будь-якого x ∈ X
послiдовнiсть (fn(x)) в. к. i справджується рiвнiсть (11).

Зауваження 2. Наслiдки 5 i 6 узагальнюють теорему Арцела–Асколi в частинах доста-
тностi i необхiдностi вiдповiдно.

Для множини F ⊂ TX i точки x ∈ X позначимо F(x) = {f(x), f ∈ F}(⊂ T ). Множину
F ⊂ TX , де T — топологiчний простiр, а X — непорожня множина, назвемо поточково
передкомпактною на пiдмножинi Y ⊂ X (а при Y = X — просто поточково передкомпа-
ктною), якщо всi множини F(x), x ∈ Y , передкомпактнi. У разi якщо X — топологiчний,
а T — псевдометричний простiр, множину F ⊂ TX називатимемо одностайно неперервною
в точцi x ∈ X, якщо

lim
U∈τ(x)

sup
f∈F

sup
y∈U

d(f(y), f(x)) = 0; (12)

одностайно неперервною наX (але “наX” розумiтиметься за умовчанням), якщо (12) справ-
джується для всiх x ∈ X. Очевидно, всi елементи одностайно неперервної в точцi x множи-
ни вiдображень топологiчно неперервнi в x. Множину всiх неперервних вiдображень з X
у T позначаємо C(X → T ). Це збiжнiсний простiр вiдносно як поточкової, так i твердої
збiжностi. Назвемо множину в збiжнiсному просторi послiдовнiсно компактною (послiдов-
нiсно передкомпактною), якщо всяка послiдовнiсть її точок мiстить збiжну до деякої точки
цiєї множини (вiдповiдно, цього простору) пiдпослiдовнiсть.

Теорема 3. Нехай X — топологiчний простiр iз першою аксiомою злiченностi, T —
псевдометричний простiр, F — послiдовнiсно передкомпактна вiдносно твердої збiжностi
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множина в C(X → T ). Тодi F поточково предкомпактна i поточково одностайно непе-
рервна.

Доведення. Вiзьмемо довiльнi точку x ∈ X i послiдовнiсть (fn) ∈ FN. Остання в. к.
вiдносно твердої збiжностi, тож за наслiдком 6 послiдовнiсть (fn(x)) в. к. А це означає,
з огляду на довiльнiсть (fn), що F(x) передкомпактна.

Нехай (Uk) — iснуюча за першою аксiомою злiченностi конфiнальна послiдовнiсть у τ(x).
Якщо (12) не справджується, то iснують додатне число c i послiдовнiсть (fn) ∈ FN такi, що

sup
y∈U

d(fn(y), fn(x)) > c для всiх U ∈ τ(x), n ∈ N. (13)

З iншого боку, за припущенням про F усяка пiдпослiдовнiсть (fn, n ∈ J0 ⊂ N) мiстить твердо
збiжну пiдпослiдовнiсть (fn, n ∈ J). За лемою 12

lim
k→∞

lim
n→∞,n∈J

sup
y∈Uk

d(fn(y), fn(x)) = 0.

Тому iснує строго зростаюча послiдовнiсть (nk) ∈ JN така, що

sup
y∈Uk

d(fnk
(y), fnk

(x)) → 0.

A це суперечить (13).
Введемо умову:
A4. F поточково передкомпактна на деякiй злiченнiй послiдовнiсно щiльнiй множинi

в X.
Теорема 4. Нехай X — послiдовнiсно сепарабельний топологiчний простiр, T — повний

псевдометричний простiр, а F — задовольняюча умову A4 поточково одностайно непе-
рервна множина в TX . Тодi F послiдовнiсно передкомпактна вiдносно твердої збiжностi.

Доведення. За припущенням про F будь-яка послiдовнiсть (fn) ∈ FN задовольняє умо-
ви 11 (при всiх x) i A3. Залишається послатись на наслiдок 5.
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A generalization of the Arzela–Ascoli theorem

Let (T, d) be a complete pseudometric space and X be a sequentially separable space with axiomati-
cally defined convergence. We say that a sequence (fn) in TX converges to f ∈ TX uniformly at a
point x if the relation fn(xn) → f(x) holds for every sequence (xn) converging to x. It is shown that
the following pair of conditions is necessary and sufficient for the relative compactness of (fn) with
respect to the pointwise uniform convergence: 1) d(fn(xn), fn(x)) → 0 for all x ∈ X and sequences
(xn) converging to x; 2) there exists a countable sequentially dense set X0 ⊂ X such that all the
sequences (fn(x)), x ∈ X0, are relatively compact.
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