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Методами математичного моделювання дослiджено заражену вiрусом бiосистему

з хронiчною формою хвороби. Розглянуто поведiнку системи в стадiї загострення хворо-

би при рiзних дозах додаткового одноразового зараження. Обчислено криву критичних

доз, при яких бiосистема гине.

Дослiдження процесiв в iмуннiй системi методами математичного моделювання проводя-
ться з другої половини XX ст. Вiдомi моделi Г. I. Марчука, вiд найпростiшої до 10-вимiрної,
за допомогою яких вiн iз спiвробiтниками вивчали закономiрностi перебiгу вiрусної хвороби,
зокрема гепатиту В [1–3]. Математичнi моделi застосовувались при дослiдженнi ВIЛ-iнфек-
цiї [4, 5], а також онкозахворювань [6, 7]. Незважаючи на величезний масив накопичених за
цей час даних, питань, пов’язаних з дослiдженням закономiрностей функцiонування iмун-
ної системи, залишається досить багато.

У данiй роботi на базi математичної моделi антивiрусного iмунного вiдгуку дослiджуєть-
ся бiосистема, в якiй вiрусна iнфекцiя перейшла в хронiчну форму хвороби. Метою дослiд-
ження є виявлення подальшого перебiгу хвороби при отриманнi додаткового одноразового
зараження однотипним вiрусом.

1. Модель. Вважатимемо, що всi процеси в iмуннiй системi, якi спостерiгаються в екс-
периментi, описуються в термiнах концентрацiй. У моделi їм вiдповiдають динамiчнi змiннi,
поданi як функцiї часу, i їх часова поведiнка описується автономною системою нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь:
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де V (Z) = Z/(1 + Z). Ця система рiвнянь повинна бути доповнена початковим станом
S0 = {φ0,M0,H0

1 ,H
0

2 , E
0, B0, P 0, F 0, C0,X0}, який пiдбирається так, щоб були виконанi

закони збереження, що доповнюють систему:

M(t) +m(t) = const ≡ L1, (11)

C(t) + c(t) = const ≡ L2 (12)

для вiруспрезентуючих клiтин у повнiй концентрацiї L1, де M позначає вiруспрезентуючi
клiтини, що провзаємодiяли з вiрусом, m — вiльнi вiруспрезентуючi клiтини; i для клiтин
ураженого органа, який включає як ураженi клiтини C, так i вiльнi вiд вiрусу клiтини c,
у загальнiй концентрацiї L2.

Основними змiнними моделi є концентрацiї вiрусiв φ, макрофагiв M , T -лiмфоцитiв —
помiчникiв H1 i H2, E-клiтин-кiлерiв, B-лiмфоцитiв, P -плазматичних клiтин, антитiл F ,
уражених вiрусом клiтин C, а також фактор ураження X.

Модель побудована на основi досвiду, набутого при дослiдженнi бiохiмiчних моделей,
i напрацьованих на базi цих дослiджень методiв вивчення бiохiмiчних процесiв [8, 9]. Повний
опис моделi подано в роботi [10].

1.1. Вибiр значень параметрiв i початкових даних. Вибiр значень параметрiв не
був випадковим, а базувався на даних попереднiх робiт, завдяки яким властивостi системи
стали достатньо вiдомi. У роботi [11], зокрема, вивчався сценарiй переходу до хаотично-
го стану при змiнi керiвного параметра α5. Цей параметр визначає обернений час життя
клiтин-кiлерiв клiтинної пiдсистеми. Коли вiн дорiвнює нулю ми не маємо в даному про-
цесi втрат клiтин-кiлерiв вiд старiння. Залишаючи значення всiх параметрiв такими ж, як
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Рис. 1. Розвиток хронiчного процесу в часi (а) та проекцiя хронiчного процесу на фазову площину (φ,E) (б )

у вказанiй роботi, параметр α5 покладаємо рiвним 0,0024. Тим самим з усiх розглянутих
режимiв ми вибираємо потрiбний для подальшого дослiдження. Вибранi параметри:

L1 = 3,9; L2 = 3,3; L3 = 1,25; L4 = 0,5; L5 = 0,7;

M1 = 0,04; M2 = 3,3; M6 = 0,17; K1 = 1,2; K2 = 0,3;

k1 = 1,53; k2 = 0,2; k3 = 0,016; k4 = 0,1; l = 1,7; l3 = 0,07;

n = 4; n1 = 5; n2 = 3; n3 = 5; n4 = 9; β2 = 0,035; β1 = 0,00041; (13)

P0 = 0,3; F0 = 0,15; B0 = 0,1; γ1 = 0,0045; γ3 = 0,0035;

α = 0,0001; α1 = 0,0003; α2 = 0,0009; α3 = 0,0001; α4 = 0,00058;

α5 = 0,0024; α6 = 0,0004; α7 = 0,0003; α8 = 0,0012; α9 = 0,005;

m = 0; M8 = 0,04.

Асимптотичним розв’язком системи (1)–(12) при вибраних значеннях параметрiв (13)
i будь-яких початкових даних з областi притягання буде перiодичний процес з перiодом
Tp = 13062 з одним максимумом i одним мiнiмумом (рис. 1). Його можна трактувати як
хронiчний процес, iз загостренням при максимальному значеннi вiрусної компоненти i май-
же повним одужанням при мiнiмальному значеннi.

Для бiльшої чiткостi на рис. 1, а поданi тiльки найважливiшi компоненти. Вiрусна ком-
понента видiлена пунктирною лiнiєю. У фазовому просторi хронiчний процес має вигляд
замкненої кривої, який на графiку подано в проекцiї на фазову площину (φ,E). Для вiрус-
ної компоненти максимальне значення дорiвнює 0,55, мiнiмальне — 0,0002. Кожна точка
фазової траєкторiї адаптора [9] визначає стан динамiчної нерiвноваги системи в поточному
часi. Цей найпростiший адаптор, який вiдображає поведiнку бiосистеми при хронiчнiй фор-
мi хвороби, вважатимемо контрольним при оцiнцi ступеня впливу додаткового зараження
на органiзм i реакцiї у вiдповiдь iмунної системи в обчислювальному експериментi.

1.2. Iдеалiзацiя процесу. В обчислювальному експериментi ми вважаємо, що змiна
концентрацiї вiрусу в кровi в будь-який момент часу на траєкторiї хронiчної форми хвороби
може вiдбуватися одноразово i миттєво на будь-яку величину, як збiльшуючи концентра-
цiю вiрусу в кровi, так i зменшуючи її до нуля. Це досягається тим, що початкове значення
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вiрусної компоненти задається вiдповiдної величини. Наскiльки це вiдповiдає реальному
процесу, залежить вiд спiввiдношення δTb/δTq — часу змiни концентрацiї вiрусної компо-
ненти в кровi до характерного часу вiдповiдного процесу хвороби. Причому, за час δTq

потрiбно вважати не перiод хронiчної хвороби, наприклад мiж двома загостреннями, який
може бути досить значним, а характерний час перебiгу хронiчної форми хвороби саме пiс-
ля додаткового зараження. Цей час також може бути значним, наприклад, час помiтного
зменшення наслiдкiв додаткового зараження визначається днями i тижнями, тодi як δTb —
хвилинами i годинами.

Збiльшення концентрацiї вiрусiв у кровi може вiдбутися досить швидко при введеннi
вiдповiдного зараженого розчину в кров. У цьому випадку можна вважати, що iдеалiзацiя,
яка застосована в обчислювальному експериментi, досить добре наближена до реального
процесу. Коли бiосистема заражається природним шляхом з навколишнього середовища,
то процес збiльшення концентрацiї вiрусу в кровi значно складнiший. Але вiд початку на-
ростання концентрацiї вiрусу в кровi до початку дiєвої захисної реакцiї iмунної системи
концентрацiя вiрусу може значно зрости, i цей прирiст можна вважати початковою дозою
зараження, коли перебiг хронiчної хвороби вiдбувався за незбудженою траєкторiєю розвит-
ку. Початкова доза зараження трансформувалась в ефективну дозу зараження.

Що стосується зменшення концентрацiї вiрусу в кровi, то той вплив на бiосистему, що
вiдбувається при лiкуваннi i який приводить до зниження концентрацiї вiрусу в кровi, менш
вiдповiдає поняттю одноразового i миттєвого, але обчислювальний експеримент тим i цiн-
ний, зокрема, що дає можливiсть обчислити i гiпотетичнi умови експерименту. У пп. 2.3 ми
наведемо приклад, який наближається до такого процесу.

2. Аналiз впливу додаткового зараження на подальший перебiг хронiчної

форми хвороби в точцi траєкторiї, близькiй до максимуму. За початковий стан
системи ми можемо прийняти будь-яку точку на фазовiй траєкторiї адаптора, що вiдповiдає
хронiчнiй формi хвороби (див. рис. 1). Природно, що нас цiкавить у першу чергу поведiнка
системи при загостреннi хвороби, коли концентрацiя вiрусу на фазовiй траєкторiї близька
до максимуму i, здається, ситуацiя може бути найбiльш загрозливою. Виберемо точку S0,
в якiй компоненти системи мають такi значення:

φ0 = 0,55, M0 = 1,87, H0

1 = 2,13, H0

2 = 4,34, E0 = 0,21,

B0 = 0,65, P 0 = 0,08, F 0 = 0,60, C0 = 1,16, X0 = 1,37.

На рис. 1 ця точка помiчена цифрою 1. У цьому станi значення вiрусної компоненти φ0

дорiвнює 0,55. Додаткове одноразове зараження бiосистеми вiрусом призводить до змiни
концентрацiї вiрусної компоненти в початковому станi на φa. Ця величина може бути до-
датною i вiд’ємною. В останньому випадку вона не може бути бiльшою за модулем, нiж φ0,
так щоб концентрацiя в початковому станi не була меншою за нуль. Повна концентрацiя
вiрусу φs у початковому станi дорiвнюватиме φs = φ0 + φa. Здебiльшого ми оперуватимемо
величиною φs.

2.1. Перебiг хвороби при отриманнi доз, що лежать в околi критичних зна-

чень. Логiчно думати, що при великих дозах зараження, якi призводять до великих кон-
центрацiй вiрусу в кровi, бiосистема повинна загинути. З iншого боку, якщо в системi iснує
перiодичний процес за типом, зображеним на рис. 1, що свiдчить про виживання систе-
ми, значить повинна бути критична концентрацiя вiрусу φc, при якiй вiдбувається перехiд
вiд загибелi системи до виживання. Розрахунки повнiстю пiдтверджують цi логiчнi при-

160 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2011, №1



Рис. 2. Перебiг хвороби при отриманнi доз, що лежать в околi критичних значень

пущення. При φs
> 13,35 вiдбувається неспинне наростання концентрацiї вiрусiв у кровi

i бiосистема гине, при φs
6 13,34 система повертається на траєкторiю перiодичного розв’яз-

ку. Критичне значення концентрацiї φc лежить в iнтервалi 13,35 > φc
> 13,34. Значення φc

можна обчислити з будь-якою наперед заданою точнiстю.
Розглянемо перебiг хвороби, коли φs лежить порiвняно далеко вiд критичного значен-

ня φc. На рис. 2, а суцiльна крива розрахована при φs = 14,0, а штрихова — при φs = 12,0.
При цих значеннях, порiвняно вiддалених вiд критичного, асимптотичний розвязок до-
сягається швидко: i загибель системи (суцiльна крива) i повернення на перiодичний рух
вiдбувається за короткий час. Роздiл кривих спостерiгається вже на першому перiодi. При
закритичному значеннi φs амплiтуда i перiод коливань наростають, вiдбувається неспинне
збiльшення концентрацiї вiрусiв у кровi i бiосистема гине.

При значеннях φs = 13,35 та φs = 13,34 (див. рис. 2, б ), якi лежать близько вiд критич-
ного, вихiд на асимптотичний розв’язок вiдбувається за тривалий час. Причому траєкторiї
протягом тривалого часу збiгаються, роздiл їх спостерiгається пiсля багатьох коливань. Це
означає, що на першому етапi пiсля зараження дозами близько критичної неможливо точно
передбачити кiнцевий результат за реакцiєю системи, хоч вiн закладений iз самого початку
в значеннi φs.

При значеннi φs з околу, близького до критичної дози, траєкторiя системи характери-
зується рiзким збiльшення амплiтуди коливань вiрусної компоненти, яка довго утримується
близько значення 1,55, втричi бiльшої за максимальну на траєкторiї хронiчної форми хво-
роби. Тому цей окiл можна назвати резонансним iнтервалом. За цiєю ознакою можна бачи-
ти, що система знаходиться в загрозливiй зонi i вживати вiдповiднi заходи при лiкуваннi
хворого. Ця обставина допомагає знаходити значення критичних доз в обчислювальному
експериментi.

2.2. Перебiг хвороби при φc > φs > φ0. Розрахунки показують, що при дозах зара-
ження, менших за критичну, але бiльших за значення вурусної компоненти на контрольно-
му адапторi, траєкторiя системи за короткий час повертається на траєкторiю контрольного
адаптора (перебiгу хронiчної хвороби у вiдсутностi збурення). Розв’язки при рiзних значен-
нях φs у цих межах вiдрiзняються тiльки початковою траєкторiєю, а також деяким зсувом
фаз на асимптотицi (рис. 3, а).

У фазовiй областi асимптотичнi розв’язки при рiзних значеннях φs повнiстю накла-
даються один на одний i на контрольний адаптор. Тобто з часом перебiг хвороби повнiстю
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Рис. 3. Перебiг хвороби при отриманнi доз, менших за критичну

iдентичний, подiбний хронiчнiй формi хвороби без додаткового зараження. I великi i малi
дози придушуються однаково надiйно, хоча при вищiй дозi амплiтуда вiрусної компоненти
бiльша, тобто перебiг першого етапу складнiший. Висновок такий: дози зараження не мають
iстотного значення для кiнцевого результату, якщо не досягають резонансного iнтервалу.

2.3. Перебiг хвороби при φ0 > φs
> 0. У цих межах додаткового зараження асим-

птотичний розв’язок також виходить на траєкторiю контрольного адаптора (див. рис. 3, б ).
Навiть при φs = 0 бiосистема повертається до стану хронiчної форми хвороби. Надiя на
одужання не виправдалась. Потрiбно ще раз пiдкреслити, що розв’язок ми шукаємо при
заданих параметрах (13). Пошук областi в параметричному просторi, де б у цих межах φs

бiосистема вилiковувалась, є окремою складною задачею, оскiльки даний простiр 40-ви-
мiрний.

Пояснити отриманий результат не важко. Iз заражених вiрусом клiтин органа кожної
митi в кров надходить велика кiлькiсть вiрусiв. I навiть якщо одноразово видалити з кровi
всi вiруси, то наступної митi в мiжклiтинному просторi, плазмi i лiмфi кровi з’являться
новi вiруси, кiлькiсть яких буде збiльшуватись до встановлення динамiчної рiвноваги мiж
видаленням органiзмом вiрусiв з кровi i їх надходженням iз заражених клiтин у кров. Як
показують клiнiчнi спостереження i як вiдзначається в монографiї Г. I. Марчука [2], хронiчнi
процеси досить важко пiддаються лiкуванню, що i пiдтверджується виконаними обчислен-
нями.

Отриманий результат цiкавий з нижченаведених мiркувань. У 90-тi роки минулого сто-
лiття була висунута iдея боротьби з ВIЛ-iнфекцiєю за допомогою такого методу: кровоток
людини вiдводився б до апарату, де кров очищалася б вiд вiрусу (можливо високою темпе-
ратурою), i знову вводилася б у кровоток. Крiм технiчних труднощiв видалення вiрусу i не
пошкодження складових кровi, цей метод пов’язаний з труднощами, висвiтленими дани-
ми обчисленнями. Потрiбно враховувати складний динамiчний процес надходження вiрусiв
у кров i видалення їх з кровi, в якому задiянi складнi рiзноманiтнi механiзми. Те, що цей
метод не практикується i через 10 рокiв пiсля його оприлюднення, свiдчить про те, що вiн
виявився на даний час нездiйсненним.

У даному випадку доза зараження (вiд’ємна) не є миттєвою i одноразовою, але якщо
цикл очищення в один кровообiг можна було б здiйснити швидко, то можна було б вва-
жати таке наближення прийнятним. Як варiант цьому, можна було б постiйно замiнювати
заражену кров здоровою, що є надзвичайно дорогим методом, i без ефективного знешко-
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Рис. 4. Графiк критичних доз

дження уражених вiрусом клiтин вiн також є сумнiвним. Розрахунки при φs = 0 можуть
бути корисними для уявлення про процеси, що вiдбуваються при повному очищеннi кровi
вiд вiрусу, i проблеми, що виникають при цьому.

3. Розрахунок кривої критичних доз. За результатами вивчення поведiнки системи
при додатковому зараженнi однотипним вiрусом в точцi, близькiй до максимуму, виявлено,
як i передбачалось, що iснує критична доза зараження, при якiй система гине. Усi бiльшi
дози зараження призводять до загибелi системи, а при менших дозах система повертається
на траєкторiю попередньої хронiчної форми хвороби. Становить iнтерес обчислити криву
критичних доз для всiєї траєкторiї системи. Оскiльки рух системи при хронiчнiй формi
хвороби є перiодичним, достатньо вивчити криву критичних доз на протязi одного перiоду.

При русi по фазовiй траєкторiї в кожний момент часу T i система визначається набо-
ром фазових змiнних Si(t) = {φi(t),M i(t),H i

1(t),H
i
2(t), E

i(t), Bi(t), P i(t), F i(t), Ci(t),Xi(t)}
таких, що вiдповiдають певному однозначному положенню на траєкторiї хронiчної форми
хвороби. Тому можна зiставити час T i певному положенню Si(t) системи на траєкторiї. На
графiку критичних доз (рис. 4) по осi абсцис фiксується саме цей час, за яким завжди можна
вiдтворити, при необхiдностi, i повний Si стан системи. Через перiод цей стан повторюється.

На рис. 4 крива критичних доз позначена φc. Кожному стану Si вiдповiдає своє зна-
чення φc. Крива значень вiрусної компоненти на траєкторiї хронiчної форми хвороби по-
значена φi. Крива критичних доз не може бути отримана нiяким iншим чином, крiм як
прямим обчисленням. Нi за кривою φi, нi за повним станом Si на траєкторiї неможли-
во без обчислень вiдтворити криву φc. Мiж ними немає прямого зiставлення. Видно, що
навiть у станi загострення хвороби дози зараження, що збiльшують концентрацiю вiрусiв
у 20 разiв, не приводять бiосистему до загибелi. З часом система повертається на траєкто-
рiю попереднього руху.

Система в станах з малою концентрацiєю вiрусу на траєкторiї витримує бiльшу дозу
зараження, нiж при загостреннi, але спiввiдношення максимального значення до мiнiмаль-
ного на траєкторiї хронiчної форми хвороби становить близько 2250, а на кривiй критичних
доз — близько 1,7.

Таким чином, на базi математичної моделi антивiрусного iмунного вiдгуку розглянуто
поведiнку бiосистеми з хронiчною формою хвороби пiсля повторного одноразового зара-
ження однотипним вiрусом. Для спрощення розрахункiв допускається iдеалiзацiя процесу:
вважається, що зараження вiдбувається одноразово i миттєво. Ми вважаємо, що спiввiд-
ношення часу зараження i характерного часу перебiгу хвороби дозволяють робити таке
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допущення. Результати, отриманi при розрахунках, є досить логiчними i зводяться до та-
ких висновкiв.

У стадiї загострення хвороби завжди знайдеться така достатньо велика доза зараження,
при якiй бiосистема гине. Ця доза зараження приводить до концентрацiї вiрусу в кровi, що
приблизно в 20 разiв перевищує максимальну в стадiї загострення хронiчної форми хвороби.
При дозi зараження, меншiй за критичну, траєкторiя системи пiсля стадiї збуреного руху,
рiзного для рiзної дози, повертається на попередню траєкторiю хронiчної форми хвороби.
I великi i малi дози, якi не перевищують критичну, для кiнцевого результату є однаковими.

Значно iдеалiзований процес, коли одноразово i миттєво можна видалити всi вiруси
з кровi, також не приводить до одужання системи, оскiльки iз заражених вiрусом клiтин
у кров постiйно надходять новi вiруси. Це значно ускладнює можливiсть втiлення iдеї бо-
ротьби з ВIЛ-iнфекцiєю вiдведенням кровi до апарата для очищення її вiд вiрусу i повернен-
ня потiм у кровоток. Можливий подальший пошук в цьому напрямку такий: а) знаходження
таких областей параметричного простору, в яких система перебуває в найкращих умовах
для вилiковування; б) одночасно вести боротьбу з клiтинами власного органа, в якому вi-
руси розмножуються; в) одночасно застосовувати вiдомi методи блокування розмноження
вiрусу.

Розрахунок кривої критичних доз показує, що для будь-якого стану на траєкторiї хро-
нiчної форми хвороби iснує критична доза, вище якої бiосистема гине. Але якщо спiввiдно-
шення максимального значення концентрацiй вiрусу на траєкторiї хронiчної форми хвороби
до мiнiмального становить близько 2500, то спiввiдношення на кривiй самих критичних доз
дорiвнює близько 1,7. При загостреннi хвороби критична доза менша, нiж у стадiї з мiнi-
мальною концентрацiєю вiрусу, але досить висока, що є сприятливим фактором при дода-
тковому зараженнi. Важливо, що крива критичних доз може бути розрахована.
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M. P. Tchernyak

The evolution of a chronical disease under the additional single

infestation of a biosystem with the same viruses

An infected organism with the chronic form of an infectious disease is studied by mathematical

modelling. The evolution of a disease at the stage of aggravation of an illness under different doses

of the additional infection is considered. The curve of critical doses, under which the biosystem

perishes, is computed.
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