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Математична модель поверхнi тiла у неявнiй формi

на основi iнтерфлетацiї функцiй

В роботi запропоновано, з використанням iнтерфлетацiї функцiй, новий, загальний ме-

тод побудови рiвнянь поверхонь тiл складної форми в наявнiй формi ∂G : OG(x, y, z) = 0,
де ∂G — поверхня 3D-тiла G. Функцiя OG(x, y, z) ∈ Cr(R3), r > 1, є найкращим серед-

ньоквадратичним наближенням до функцiї f(x, y, z) ∈ C(R3), побудованої за допомогою

R-функцiй, яка входить в рiвняння f(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ ∂G.

Задача побудови математичної моделi поверхнi тривимiрного тiла виникає при описi повер-
хонь космiчних тiл за даними радiолокацiї, при описi поверхнi дна океану за допомогою
даних гiдролокацiї, при описi поверхонь деяких деталей або блокiв машин (автомобiлiв,
лiтакiв, пiдводних човнiв тощо), у швейнiй промисловостi i т. д. Незважаючи на значнi
успiхи при розв’язаннi цiєї задачi, на практицi побудова якiсних поверхонь лiтакiв, авто-
мобiлiв, пiдводних човнiв, поверхонь лопаток двигунiв тощо, якi повиннi задовольняти ряд
технологiчних обмежень, ще далека вiд оптимальної. Одним з найскладнiших при побудовi
таких математичних моделей є задовiльнення технологiчних обмежень диференцiального
типу (неперервнiсть похiдних заданих порядкiв). Тому актуальною є задача побудови i до-
слiдження математичних моделей поверхонь у неявнiй формi, якi задовольняють заданi
технологiчнi обмеження.

Аналiз лiтературних джерел, присвячених поставленiй задачi. Для опису по-
верхнi тiла використовуються:

явна форма задання поверхнi у виглядi z = f(x, y), (x, y) ∈ Dxy або y = f(x, z), (x, z) ∈
∈ Dxz, або x = f(y, z), (y, z) ∈ Dyz;

неявна форма задання поверхнi у виглядi F (x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Dxyz;
задання поверхнi у виглядi точкового каркасу Mk(xk, yk, zk), k = 1, N ;
параметричне задання поверхнi у виглядi x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) ∈

∈ Duv.
Найчастiше для розв’язання цiєї задачi використовується цилiндрична система коорди-

нат x = x(r, ϕ) = r cosϕ, y = y(r, ϕ) = r sinϕ, z = z, 0 6 r < ∞, 0 6 ϕ < 2π, −∞ < z < ∞
(в цих формулах вважається, що на поверхнi тiла r = r(z, ϕ)), або сферична система ко-
ординат x = x(r, ϕ, θ) = r cos θ cosϕ, y = y(r, ϕ, θ) = r cos θ sinϕ, z = z(r, ϕ, θ) = r sin θ,
0 6 r < ∞, 0 6 ϕ < 2π, −π/2 6 θ 6 π/2 (в цих формулах вважається, що на поверхнi
тiла r = r(ϕ, θ)).

Найбiльш розповсюдженими засобами цифрового представлення рельєфу є растрове
представлення та особлива модель просторових даних (DEM), яка апроксимує рельєф бага-
тогранною поверхнею з вiдлiками висот (глибин) у вузлах трикутної сiтки. Система DEM
є загальноприйнятою при описi рельєфу планет на основi даних аерокосмiчної зйомки, у гео-
дезiї тощо. Її недолiк: на кожнiй гранi багатогранної поверхнi аналiтична форма поверхнi
визначається площиною, що проходить через три точки гранi. Значно точнiше цю задачу
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можна розв’язати за допомогою iнтерфлетацiї функцiї трьох змiнних. При цьому мате-
матична модель поверхнi зберiгає неперервнiсть наближуючої функцiї i неперервнiсть її
частинних похiдних до заданого порядку незалежно вiд вибору достатньої (для потрiбної
точностi наближення) кiлькостi параметрiв у формулi iнтерфретацiї.

Серед аналiтичних методiв опису поверхонь складних тiл, поверхня яких складається
з частин вiдомих поверхонь, вiдзначимо метод R-функцiй В.Л. Рвачова [6]. Цей метод доз-
воляє за допомогою вiдомих рiвнянь wi(x, y, z) = 0, i = 1, N , частин Γk, k = 1, N , поверхнi Γ
та логiчної функцiї F (u1, u2, . . . , uN ,∧,∨,¬), що описує область тiла iз даною поверхнею Γ
за допомогою логiчних операцiй кон’юнкцiї, диз’юнкцiї та заперечення ∧, ∨, ¬ та R-функ-
цiй u ∧ 0v = (u+ v −

√
u2 + v2)/2, u ∨ 0v = (u+ v +

√
u2 + v2)/2, −u, отримувати рiвняння

поверхнi Γ у виглядi

F (w1, w2, . . . , wN ,∧0,∨0,−) = 0.

Недолiк цього методу: отримана таким чином функцiя

F (x, y) = F (w1, w2, . . . , wN ,∧0,∨0,−)

на ребрах поверхнi та у її кутових точках є недиференцiйовною. Це означає, що викори-
стання таких функцiй в задачах, де iстотною є вимога, щоб наближуюча функцiя мала
неперервнi похiднi порядкiв r, r > 1, вимагає додаткових дослiджень.

Метою даної роботи є побудова математичної моделi поверхнi тривимiрного тiла у неяв-
нiй формi iз збереженням потрiбного класу диференцiйовностi, основаної на використаннi
сплайн-iнтерфлетацiї функцiй трьох змiнних з мiнiмiзацiєю вiдхилення шуканої функцiї вiд
заданої (при тому або iншому критерiї оптимiзацiї). Вхiдними даними для опису є рiвняння
частин поверхонь, що належать дослiджуванiй поверхнi.

Допомiжнi твердження. Будемо використовувати B-сплайни степеня n, n > 2 де-
фекту 1 на нерiвномiрнiй (взагалi кажучи) сiтцi вузлiв X = (X0,X1, . . . ,Xn,Xn+1), Y =
= (y0, y1, . . . , yn, yn+1), y0 = yn+1 = 0 [7]; Sn(x) := Sn(x,X, Y ) ∈ Cn−1(R), supp(Sn(x)) =
= (X0,Xn+1) є сплайном n-го степеня з вузлами Xk, k = 0, n+ 1, та невiдомими y1, . . . , yn
при умовах y0 = yn+1 = 0,

S(n−1)
n (x) =





0, x 6 X0,

gn−1,k(x, y) = yk−1
x−Xk

Xk−1 −Xk

+ yk
x−Xk−1

Xk −Xk−1
,

Xk−1 < x 6 Xk, k = 1, n + 1,

0, x > Xn+1,

S(n−p)
n (x) =

x∫

X0

S(n−p+1)
n (t) dt, p = 2, . . . , n.

Тодi для знаходження невiдомих y1, . . . , yn досить розв’язати СЛАР (n− 1)-го порядку

S(n−p)
n (Xn+1, y) = 0, p = 2, . . . , n, (1)

Xn+1∫

X0

Sn(t) dt = 1. (2)

Умови (1) є необхiдними, а (2) можна замiнити iншою умовою нормування.
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В роботах О.М. Литвина та Л. I. Гулiк [4, 5] запропоновано метод точного задовiльнення
граничних умов (взагалi кажучи, неоднорiдних) на границях тривимiрних областей склад-
ної форми, обмежених частинами вiдомих поверхонь. Цей метод застосуємо при побудовi
неявних рiвнянь поверхонь складної форми.

Опишемо алгоритм побудови рiвняння OG(x, y, z) = 0 — границi ∂G тривимiрної областi
G ⊂ R3, обмеженої частинами вiдомих поверхонь. Алгоритм зручно розбити на кроки. Не
зменшуючи загальностi, вважаємо, що G ⊂ [a1, b1] × [a2, b2] × [a3, b3].

Крок 1. Розiб’ємо область G на пiдобластi площинами x = xi, i = 0,m1; y = yj, j =
= 0,m2; z = zk, k = 0,m3, паралельними координатним, a1 = x0 < x1 < · · · < xm1

= b1;
a2 = y0 < y1 < · · · < ym2

= b2; a3 = z0 < z1 < · · · < zm3
= b3. Цi пiдобластi будуть

таких типiв:
паралелепiпеди Πijk = [xi, xi+1] × [yj, yj+1] × [zk, zk+1];
паралелепiпеди Π̃ijk = [xi, xi+1]×[yj, yj+1]×[zk, zk+1(x, y)] з однiєю криволiнiйною (взага-

лi кажучи) гранню, яка є частиною границi ∂G областi G. Таких паралелепiпедiв для кожної
точки Ai,j,k(xi, yj, zk), може бути шiсть, залежно вiд того, як розмiщена криволiнiйна грань;

пiрамiди (симплекси) Tijk з однiєю криволiнiйною (взагалi кажучи) гранню, яка є час-
тиною границi ∂G областi G. Таких пiрамiд для кожної приграничної точки Ai,j,k може
бути вiсiм, залежно вiд того, як розмiщена криволiнiйна грань. Наприклад,

T
(1)
i,j ={(x, y) |x > xi, y > yi, y 6 ηj+1(x), η

′

j+1(x) < 0, xi < x < xi+1; zk 6 z 6 zk+1(x, y)},

T
(2)
i,j ={(x, y) | x>xi, y>yi, y 6 ηj+1(x), η

′

j+1(x) < 0, xi < x < xi+1; zk(x, y)6z6zk+1} —

цилiндрична область Cijk, бiчна поверхня якої складається з двох граней, перпендикуляр-
них площин, паралельних вiдповiдним координатним площинам, та однiєї криволiнiйної,
взагалi кажучи, гранi, яка є частиною границi. Таких цилiндрiв для кожної приграничної
точки Ai,j,k може бути вiсiм i вiдрiзняються вони розмiщенням криволiнiйної гранi. На-
приклад,

C
(1)
i,j = {(x, y, z) : xi 6 x 6 xi+1; yj 6 y 6 yj+1(x), yj+1(xi) = yj, yj+1(xj+1) = yj+1;

zk 6 z 6 zk+1};

C
(2)
i,j = {(x, y, z) : xi 6 x 6 xi+1; yj(x) 6 y 6 yj+1, yj(xi) = yj, yj(xi+1) = yj−1;

zk 6 z 6 zk+1}.

Крок 2. Будуємо iнтерфлетанти OΠijk(x, y, z), (x, y, z) ∈ Πijk, OΠ̃ijk(x, y, z), (x, y, z) ∈
∈ Π̃ijk, OTijk, (x, y, z) ∈ Tijk, OCijk(x, y, z), (x, y, z) ∈ Cijk, з властивостями

∂p

∂tp
OΠijk(x, y, z) =

∂p

∂tp
u(x, y, z), (x, y, z) ∈ ∂Πijk, t ∈ {x, y, z},

∂p

∂tp
OΠ̃ijk(x, y, z) =

∂p

∂tp
u(x, y, z), (x, y, z) ∈ ∂Π̃ijk, t ∈ {x, y, z},

∂p

∂tp
OTijk(x, y, z) =

∂p

∂tp
u(x, y, z), (x, y, z) ∈ ∂Tijk, t ∈ {x, y, z},

∂p

∂tp
OCijk(x, y, z) =

∂p

∂tp
u(x, y, z), (x, y, z) ∈ ∂Cijk, t ∈ {x, y, z}.
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Крок 3. Будуємо оператор Ou у виглядi:

Ou(x, y, z) =





OΠijk(x, y, z), (x, y, z) ∈ Πijk,

OΠ̃ijk(x, y, z), (x, y, z) ∈ Π̃ijk,

OTijk(x, y, z), (x, y, z) ∈ Tijk,

OCijk(x, y, z), (x, y, z) ∈ Cijk.

Теорема 1. Для кожної u(x, y, z) ∈ Cr(G), r = 0, 1, . . . , n, iснує оператор Ou(x, y, z)
у записанiй вище формi, який має властивостi

Ou(x, y, z) ∈ Cr(G) ∀u(x, y, z) ∈ Cr(G),

∂p

∂tp
Ou(x, y, z) =

∂p

∂tp
u(x, y, z), (x, y, z) ∈ ∂G, t ∈ {x, y, z},

∂p

∂tp
Ou(x, y, z) =

∂p

∂tp
u(x, y, z), (x, y, z) ∈ GXY Z, t ∈ {x, y, z},

GXY Z = {(x, y, z) : x = xi, i = 0,m1; y = yj, j = 0,m2, z = zk, k = 0,m3}.

Таким чином, оператори Ou(x, y, z) та їх немiшанi похiднi до порядку n збiгаються
з функцiєю u(x, y, z) та її немiшаними похiдними до порядку n на площинах x = xi,
i = 0, . . . ,m1; y = yj, j = 0, . . . ,m2; z = zk, k = 0, . . . ,m3, та на границi ∂G тривимiрної
областi G. Якщо ми будуємо рiвняння поверхнi ∂G у виглядi OGf(x, y, z) = 0, то у формулi
OGf(x, y, z) треба покласти рiвними нулю слiди функцiї OGf(x, y, z) на границi ∂G. В ре-
зультатi отримаємо формулу OGu(x, y, z), яка точно задовольняє умову OGu(x, y, z) = 0,
(x, y, z) ∈ ∂G, незалежно вiд вибору слiдiв

uip(y, z) =
∂pf

∂xp

∣∣∣∣
x=xi

, vjq(x, z) =
∂qf

∂yq

∣∣∣∣
y=yj

, wks(x, y) =
∂sf

∂zs

∣∣∣∣
z=zk

,

∂quip(y, z)

∂yq

∣∣∣∣
y=yj

=
∂pvjq(x, z)

∂xp

∣∣∣∣
x=xi

,
∂suip(y, z)

∂zs

∣∣∣∣
z=zk

=
∂pwks(x, y)

∂xp

∣∣∣∣
x=xi

,

∂svjq(x, z)

∂zs

∣∣∣∣
z=zk

=
∂qwks(x, y)

∂yq

∣∣∣∣
y=yj

,
∂q+suip(y, z)

∂yq∂zs

∣∣∣∣
y=yj ,z=zk

=
∂p+svjq(x, z)

∂xp∂zs

∣∣∣∣
x=xi,z=zk

,

ui0(y, z) = 0, ((xi, y, z) ∈ ∂G); vj0(x, z) = 0, ((x, yj , z) ∈ ∂G);

wk0(x, y) = 0, ((x, y, zk) ∈ ∂G),

∂quip(y, z)

∂yq
|y=yj =

∂pvjq(x, z)

∂xp
|x=xi

.

Слiди uip, vjq, wks є невiдомими. Їх вибiр в точках, що належать областi G \ ∂G, може бути
пiдпорядкованим деякому критерiю. Ми будемо вимагати, щоб цей вибiр задовольняв умову

∫∫∫

G

(w(x, y, z) −OGu(x, y, z))
2dxdydz −→ min

uip,viq,wks

,
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де ω(x, y, z) = 0 — нормальне рiвняння границi областi G, або рiвняння ∂G, побудоване за
допомогою R-функцiй.

Таким чином, запропоновано загальний метод побудови неявних рiвнянь OG(x, y, z) = 0
поверхонь складної форми з використанням iнтерфлетацiї функцiй. Функцiя OG(x, y, z) ∈
∈ Cr(G), r > 1, є найкращим середньоквадратичним наближенням до функцiї f(x, y, z) ∈
∈ C(G), побудованої за допомогою R-функцiй, якi входять в рiвняння f(x, y, z) = 0,
(x, y, z) ∈ ∂G.
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A mathematical model of the surfaces of a body in the implicit form on

the basis of the interflatation of functions

A new general method, which uses the interflatation of functions, of construction of the equations

of surfaces of bodies with complex shape in the implicit form OG(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ ∂G, where

∂G is the surface of the 3D body G, is offered. The function OG(x, y, z) ∈ Cr(R3), r > 1 is the

best mean-square approximation of the function f(x, y, z) ∈ C(R3) which is built with the use of

R-functions and satisfies the equation f(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ ∂G.
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