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Математическое моделирование процессов

кристаллизации металла с учетом конвекции

и примесей

Дослiджено просторову задачу Стефана з урахуванням конвективних рухiв i домiшок

у рiдиннiй фазi. Побудовано наближений розв’язок задачi. Доведено рiвняння вiльної ме-

жi.

1. Пусть Γ0 — гладкая замкнутая поверхность, лежащая внутри заданной области Ω0 из R3,
граница которой состоит из двух замкнутых, связных, гладких поверхностей Γ+

0 и Γ−

0 , не
имеющих самопересечений. При этом Γ−

0 лежит внутри ограниченной области, границей
которой является Γ0. Поверхность Γ0 разбивает Ω0 на две подобласти Ω+

0 и Ω−

0 , которые
заняты жидкой и твердой фазами соответственно в момент t = 0. Требуется определить
области Ω+

t и Ω−

t , занимаемые твердой и жидкой фазами соответственно в момент времени

t ∈ [0, T ], вектор скорости
−→
V (x, t), давление p(x, t), концентрацию примеси c(x, t), темпера-

туру жидкой u+(x, t) и твердой u−(x, t) фазы по следующим условиям:





∂
−→
V (x, t)

∂t
+ (

−→
V ∇)

−→
V (x, t) +∇p(x, t) = v∇2−→V (x, t) +

−→
f (u+, c),

∇
−→
V (x, t) = 0, (x, t) ∈ D+

T ,

∂u+(x, t)

∂t
+ (

−→
V ∇)u+(x, t)− a2+∇

2u+(x, t) = 0, (x, t) ∈ D+
T ;

∂u−(x, t)

∂t
− a2−∇

2u−(x, t) = 0, (x, t) ∈ D−

T ;
−→
V (x, 0) =

−→
C (x); T (

−→
V , p)−→n = −q(x, t)−→n , (x, t) ∈ Γ+

t ;

Vn = −

(
1−

ρ−

ρ+

)
Wn, Vτ = 0, (x, t) ∈ Γt;

u±(x, t) = B±(x, t), (x, t) ∈ Γ+
t

⋃
Γ−

0 ; u±(x, 0) = A±(x);

u+ = u− = T ∗ − εc, k−
∂u−

∂n
− k+

∂u+

∂n
= χρ+Wn, (x, t) ∈ Γt;

∂c(x, t)

∂t
+ (

−→
V ∇)c(x, t) − γ∇2c(x, t) = 0, (x, t) ∈ D+

T ,

c(x, 0) = g0(x); c(x, t) = g(x, t), (x, t) ∈ Γ+
t ; −α

∂c

∂n
= βcWn, (x, t) ∈ Γt.

(1)

Здесь D±

T = {(x, t) : x ∈ Ω±

t , t ∈ (0, T )}, x = (x1, x2, x3), ∂Ω
+ = Γt

⋃
Γ+
t , ∂Ω− = Γ−

t

⋃
Γt;

−→n —

нормаль к Γt, направленная в сторону Ω+
t ; T (

−→
V , p) — тензор напряжений с элементами

Tij = −δijp+ v(∂Vi/∂xj +∂Vj/∂xi); Vn и Vτ — нормальная и тангенциальная составляющие;
Wn — скорость движения фронта кристаллизации в направлении к нормалям −→n ; T ∗, v, ε,
χ, ρ+, ρ−, α, β, γ, k+, k− — известные положительные постоянные. Если Φ(x, t) = u±(x, t)+
+ εc(x, t) − T ∗ = 0 — уравнение поверхности Γt, то Wn = −Φt/|∇Φ|.
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Заметим, что условия Стефана можно представить в следующем виде:

L(u+, u−,Γt, ε) = k2−|∇u−|2 − k2+|∇u+|2 + ε(k2− + k−k+)(∇u−,∇c)−

− ε(k2+ + k+k−)(∇u+,∇c) + χρ+(k−u
−

t + k+u
+
t ) + χρ+ε(k+ + k−)ct = 0,

(x, t) ∈ Γt.

(2)

При некоторых предположениях на функции A(x),
−→
C (x), B±(x, t),

−→
f (u+, c), g(x, t)

и g0(x) задача (1) разрешима при малых значениях t в классе функций u± ∈

∈ H2+α,(2+α)/2(D
±

T ),
−→
V ∈ H2+α,(2+α)/2(D

±

T ), c ∈ H2+α,(2+α)/2(D
±

T ), ∇p ∈ Hα,α/2(D
±

T ), а гра-
ницы Γ+

t и Γt описываются функциями класса H2+α,(2+α)/2.
Далее пусть Q±

T = Ω±

0 × [0, T ], Γ−

0T = Γ−

0 × [0, T ], Γ+
0T = Γ+

0 × [0, T ], Γ0T = Γ0 × [0, T ].
Отметим также, что решение задачи (1) моделирует процесс кристаллизации вещества

с учетом конвективного теплообмена и переноса примеси в жидкой фазе.
2. Свободные границы Γt и Γ+

t можно представить в следующем виде:

Γt = {x = x(ω) +−→n (ω) · ρ(ω, t)}, Γ+
t = {x = x(θ) + η(θ, t)−→n (θ)},

где ω = (ω1, ω2), θ = (θ1, θ2), x(ω) ∈ Γ0, x(θ) ∈ Γ+
0 , ρ(ω, t) и η(θ, t) — некоторые функ-

ции соответственно классов H2+α,(2+α)/2(Γ0 × [0, T ]) и H2+α,(2+α)/2(Γ+
0 × [0, T ]), ρ(ω, 0) = 0

и η(θ, 0) = 0.
При достаточно малых значениях чисел ε предложен метод решения задачи (1), состоя-

щий в разложении решения в ряд по степеням чисел:

u±(x, t; ε) = u±0 (x) +
∞∑

k=1

εku±k (x, t), p(x, t; ε) = p0(x) +
∞∑

k=1

εkpk(x, t),

Vi(x, t; ε) = Vi0(x) +
∞∑

k=1

εkVik(x, t), i = 1, 2, 3;

ρ(ω, t; ε) =
∞∑

k=1

εkρk(ω, t), c(x, t) = c0(x) +
∞∑

k=1

εkck(x, t).

(3)

В работе [1] изучено нулевое u±0 (x),
−→
V 0(x) = (V10, V20, V30), Γ0, c0(x) и первое при-

ближение (
−→
V 1, u

±

1 , p1, ρ1, c1) задачи (1) для малых чисел ε. При этом установлено, что

u±0 (x) = A±(x),
−→
V 0(x) =

−→
C (x), C0(x) = g0(x), ρ1(ω, t) ∈ H2+α,(2+α)/2(Γ0T ), u±1 (x, t; ρ) ∈

∈ H2+α,(2+α)/2(Q±

T ), c1(x, t; ρ) ∈ H2+α,(2+α)/2(Q±

T ), причем ρ1(ω, t) находим как неподвиж-
ную точку сжимающегося оператора M1:

M1ρ1 =
1

χρ+

t∫

0

(
k−

∂u−1
∂n

− k+
∂u+1
∂n

+ f1(x, t)

)
dt, x(ω) ∈ Γ0T .

Из условия Стефана (2) для малых чисел ε следует разложение:

L(u+, u−,Γt, ε) = [k2−|∇u−0 |
2 − k2+|∇u+0 |

2] + ε[2k2−(∇u−0 ,∇u−1 )− 2k2+(∇u+0 ,∇u+1 ) + f1 +
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+ χρ+(k−u
−

1t + k+u
+
1t)] + ε2[2k2−(∇u−0 ,∇u−2 )− 2k2+(∇u+0 ,∇u+2 ) +

+ f2 + χρ+(k−u
−

2t + k+u
+
2t)] + 0(ε2) = 0, (x, t) ∈ Γ0T .

Откуда следует, что

k2−|∇u−0 |
2 − k2+|∇u+0 |

2 = 0, x0 ∈ Γ0,

k−
∂u−1
∂n

− k+
∂u+1
∂n

+ f1 = χρ+
∂ρ1
∂t

, (x, t) ∈ Γ0T ,

k−
∂u−2
∂n

− k+
∂u+2
∂n

+ f2 = χρ+
∂ρ2
∂t

, (x, t) ∈ Γ0T ,

где f1(x, t) и f2(x, t) — известные гладкие функции.

3. Рассмотрим второе приближение (
−→
V2, u

±

2 , p2, ρ2, c2, η2) задачи (1) для малых чисел ε.
Имеем:





∂
−→
V 2

∂t
+ (

−→
V 0∇)

−→
V 2 + (

−→
V 1∇)

−→
V 1 + (

−→
V 2∇)

−→
V 0 +∇p2 =

= ν∇2−→V 2 +

[
−→
f ′

uu2 +
−→
f ′

cc2 +
1

2

−→
f ′′

uuu
2
1 +

1

2

−→
f ′′

ccc
2
1

]
,

(x, t) ∈ Q+
T , ∇

−→
V 2 = 0, (x, t) ∈ Q+

T ,

T (
−→
V 0, p2)

−→n + T (
−→
V 1, p1)

−→n + T (
−→
V 2, p0)

−→n = 0, x ∈ Γ+
0 ,

−→
V 2(x, 0) = 0, V2n =

(
1−

ρ−

ρ+

)[
u2t

|∇u0|
+ F (x, t)

]
, V2τ = 0, x ∈ Γ0;

(4)





∂u+2
∂t

+ (
−→
V0∇)u+2 + (

−→
V2∇)u+0 + (

−→
V1∇)u+1 = a2+∇

2u+2 ,

(x, t) ∈ Q+
T ,

∂u−2
∂t

− a2−∇
2u−2 = 0,

(x, t) ∈ Q−

T , u±2 (x, 0) = 0; u±2 (x, t) = 0, (x, t) ∈ Γ−

0T

⋃
Γ+
0T , u+2 = u−2 ,

|∇u±0 (x(ω))|ρ2(ω, t) + u2(x(ω), t) + f3(x(ω), t) = 0, (x, t) ∈ Γ0T ;

(5)





∂c2
∂t

+ (
−→
V0∇)c2 + (

−→
V2∇)c0 + (

−→
V1∇)c1 − γ∇2c2 = 0, (x, t) ∈ Q+

T ,

c2(x, 0) = 0; c2(x, t) = 0,

(x, t) ∈ Γ+
0T , −α

∂c2
∂n

=
u+2t

|∇u+0 |
+ f4(x, t), (x, t) ∈ Γ0T ,

∂c0
∂n

η2(ω, t) + c2(x, t) + f5(x, t) = 0, (x, t) ∈ Γ+
0T ,

(6)

где f3(x, t), f4(x, t), f5(x, t) и F (x, t) — известные функции.
При заданных ρ2(ω, t) и ρ̃2(ω, t) из H2+α,(2+α)/2(Γ0T ) найдем функции u±2 (x, t, ρ2) и

u±2 (x, t, ρ̃2) как единственные решения задачи (5). Затем рассмотрим оператор, действую-

щий из H2+α,(2+α)/2(Γ0T ) в H2+α,(2+α)/2(Γ0T ) следующим образом:

M2ρ2 =
1

χρ+

t∫

0

(
k−

∂u−2
∂n

− k+
∂u+2
∂n

+ f2(x, t)

)
dt, x(ω) ∈ Γ0.
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Справедливы оценки [2]:

|u±2 |
(α+2)

Q±

T

6 C
(
|F±

2 |
(α)

Q±

T

+ |ρ2|
(α+2)
Γ0T

)
,

где C — некоторая постоянная, а F+
2 = −(

−→
V 2∇)u+0 − (

−→
V 1∇)u+1 при (x, t) ∈ Q+

T и F2(x, t) = 0
при (x, t) ∈ Q−

T . Отсюда следует, что

|M2ρ2 −M2ρ̃2|
(α+2)
Γ0T

6 C̃|ρ1 − ρ2|
(α+2)
Γ0T

,

где C̃ = C(k+ + k−)/χρ
+. Следовательно, оператор M2 сжимающий, если выполняется

условие

C(k+ + k−)

χρ+
< 1. (7)

Лемма 1. Пусть выполнено условие (7). Тогда оператор M2, действующий из

H2+α,(2+α)/2(Γ0T ) в H2+α,(2+α)/2(Γ0T ), имеет там неподвижную точку.

Лемма 2. В качестве второго приближения задачи (1) можно взять решение u±2 (x, t),

c2(x, t),
−→
V2(x, t), ρ2(x, t), p2(x, t), η2(x, t) задачи (4)–(6).

Теорема. Пусть ∂g0/∂n 6= 0 и g0(x) = g(x) на Γ+
0 . Тогда при малых значениях t

справедливы формулы

Γt : x = x(ω)− ε−→n
u1(x(ω), t) + g0(x(ω))

|∇u0(x(ω))|
− ε2−→n

u2(x(ω), t) + f3(x(ω), t)

|∇u0(x(ω))|
+ o(ε2),

(x, t) ∈ Γ0T ;

Γ+
t : x = x(θ)− ε−→n

c1(x(θ), t)
∂g0
∂n (x(θ))

− ε2−→n
c2(x(θ), t) + f5(x(θ), t)

∂g0
∂n (x(θ))

+ o(ε2), (x, t) ∈ Γ+
0T ,

(8)

где u±1 (x, t), c1(x, t), ρ1(ω, t), η1(θ, t) — функции класса H2+α,(2+α)/2, являющиеся первым

приближением задачи (1).
Формулы (8) позволяют осуществить анализ свободных границ Γt и Γ+

t в зависимости
от параметров задачи. Отметим также, что численная реализация подобного класса задач
осуществлена в работе [3].
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Mathematical modeling of the processes of crystallization of a metal

with convection and admixtures

The three-dimensional Stefan problem with convection and admixtures in the liquid phase is investi-

gated. The approximation solution is constructed. The equation for a free boundary is obtained.
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