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Асимптотика детермiнованих

диференцiально-рiзницевих рiвнянь нейтрального типу

(Представлено академiком НАН України В. С. Королюком)

Одержано критерiй асимптотичної поведiнки для детермiнованих диференцiально-рiз-
ницевих рiвнянь нейтрального типу. Даний метод грунтується на необхiдних та дос-
татнiх умовах i не використовує додаткових конструкцiй (наприклад, функцiонал Ля-
пунова–Красовського).

Розглянемо функцiю y(t), що задовольняє детермiноване диференцiально-рiзницеве рiвнян-
ня нейтрального типу [1–3]

dDyt

dt
= Lyt + f(t) (1)

та початкову умову

y0 = ϕ. (2)

Рiзницевi оператори D, L заданi спiввiдношеннями [1, 2]

Dxt :=

n
∑

i=0

δix(t− τi); Lxt :=

n
∑

i=0

lix(t− τi), (3)

де 0 = τ0 < τ1 < · · · < τn = h < ∞; δi, li — дiйснi константи, причому, δ0 = 1 i
n
∑

i=1

|δi| < 1.

У данiй роботi ставиться питання про асимптотичну стiйкiсть розв’язку задачi (1), (2).
Означення 1. Розв’язок задачi (1), (2) називається експоненцiально стiйким, якщо

∃M > 0 та c > 0, що

|y(t)| 6 Me−ct.

Наведемо два результати, що стосуються асимптотичної стiйкостi розв’язку зада-
чi (1), (2).

Теорема 1 [2]. Нехай f ≡ 0, D — стiйкий рiзницевий оператор, u(s), v(s) та w(s) —
неперервнi невiд’ємнi незростаючi функцiї при s > 0; u(s) > 0, v(s) > 0 при s > 0 та
u(0) = v(0) = 0. Якщо iснує неперервна функцiя V : R1

+ × C → R1, така, що

u(‖Dϕ‖) 6 V (t, ϕ) 6 v(‖ϕ‖),

V ′(t, ϕ) < −w(‖Dϕ‖) або V ′(t, ϕ) < −w(‖ϕ(0)‖),

то розв’язок y ≡ 0 рiвняння (1) стiйкий. Якщо u(s) → ∞ при s → ∞, то розв’язок (1) —
обмежений. Якщо w(s) > 0 при s > 0, то розв’язок (1) асимптотично стiйкий.
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У роботi [3] розглядаються рiвняння, що мiстять лише одне запiзнення (δ2 = · · · = δn =
= l2 = · · · = ln = 0), та асимптотична поведiнка розв’язкiв даних рiвнянь.

Теорема 2 [3]. Нехай розв’язок рiвняння

(1 + δ1)dyt
dt

= (l0 + l1)yt

асимптотично стiйкий i рiвняння

(l0 + l1)H = −C

має розв’язок, для якого

(1− |δ1|)∆− (|l0|+ |l1|) > 0, ∆ =
1− 4|Hl1(1− δ1)

−1|
4|Hδ1(1− δ1)−1| .

Тодi тривiальний розв’язок рiвняння (1) асимптотично стiйкий.
Нижче розглядається iнший пiдхiд до розв’язання питання про асимптотичну стiйкiсть

розв’язку задачi (1), (2). Для цього на деякому ймовiрнiсному базисi (Ω, F, P,ℑ) [4] розгля-
немо випадковий процес, що задовольняє стохастичне диференцiально-рiзницеве рiвняння
(НСДРР)

dDxt = (Lyt + f(t))dt+ εx(t)dw(t) (4)

та початкову умову

x0 = ϕ. (5)

Розглянемо функцiю Кошi X(t) [1, 2] як розв’язок (1) при f ≡ 0, що задовольняє по-
чаткову умову

X(t) := 1(t) =

{

0, −h 6 t < 0,

1, t = 0.
(6)

Лема 1 [5]. Розв’язок задачi (1), (2) задовольняє стохастичне iнтегральне рiвняння

x(t) = y(t) + ε

t
∫

0

X(t− s)x(s) dw(s). (7)

Теорема 3 [5]. Нехай виконуються такi умови:
1) тривiальний розв’язок рiвняння

dDzt

dt
= Lzt (8)

асимптотично стiйкий;
2) характеристичний показник функцiї f задовольняє спiввiдношення

K1 : = lim
t→∞

ln |f(t)|
t

< −ρ,
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де

ρ := sup

{

Re z : z

n
∑

i=0

δie
−τiz −

n
∑

i=0

lie
−τiz = 0

}

(у випадку фiнiтної функцiї f покладемо K1 = −∞).
Тодi для того щоб

lim
t→∞

Ex2(t) = 0, (9)

необхiдно i достатньо виконання нерiвностi

B :=
ε2

π

∞
∫

0

|V (is)|−2ds < 1, (10)

де i =
√
−1 — уявна одиниця.

Теорема 4. ∀ t > 0 має мiсце рiвнiсть

lim
ε→0

E|x(t) − y(t)|2 = 0. (11)

Доведення. Використаємо формулу (7):

lim
ε→0

E|x(t) − y(t)|2 = lim
ε→0

ε2
t

∫

0

X2(t− s)Ex2(s) ds = 0.

Теорема 4 доведена.
Теорема 5. Для того щоб тривiальний розв’язок рiвняння (1) був асимптотично стiй-

кий, необхiдно та достатньо виконання двох умов:

1) K1 : = lim
t→∞

ln |f(t)|
t

< −ρ,

2) ∃ ε0 > 0 : B =
ε20
π

∞
∫

0

|V (is)|−2ds = 1.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай виконуються умови теореми. Тодi для ∀ ε < ε0

B =
ε2

π

∞
∫

0

|V (is)|−2ds < 1.

Це означає, що при заданих 0 < ε < ε0 розв’язок задачi (4), (5) асимптотично стiйкий,
що на основi попередньої теореми гарантує асимптотичну стiйкiсть розв’язку задачi (1), (2).
Необхiднiсть доведена.

Достатнiсть. Нехай розв’язок задачi (1), (2) асимптотично стiйкий. Тодi зрозумiлим
є те [1], що всi коренi характеристичного квазiполiнома V (z) лежать в лiвiй пiвплощинi
комплексної площини C, а точнiше

ρ := sup

{

Re z : z
n
∑

i=0

δie
−τiz −

n
∑

i=0

lie
−τiz = 0

}

< 0.
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Тому можна стверджувати [1], що

B =
1

π

∞
∫

0

|V (is)|−2ds < ∞,

що i доводить достатнiсть.
Теорема 5 доведена.
Зауваження. За допомогою теореми 5 з переходом до процесу

u(t; p) := epty(t)

розв’язується задача про точне значення характеристичного показника Ляпунова [5].

Автор висловлює щиру вдячнiсть за увагу до даної роботи та цiннi поради проф. В.К. Ясинсь-
кому та акад. НАН України В.С. Королюку.
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I. V. Malyk

Asymptotics of determinate differential difference equations of the

neutral time

A criterion of the asymptotic behaviour for the determinate differential difference equations of the
neutral type is obtained. This method is based on necessary and sufficient conditions and uses no
additional constructions (e.g., the Lyapunov–Krasovsky functional).
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