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Моделирование биофильтрования воды с ограниченным

содержанием органического субстрата.
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Сформульовано i строго розв’язано задачу усталеного бiофiльтрування води, забрудне-

ної органiчними сполуками, крiзь бiореактор-фiльтр. Визначено втрати напору в ньому

з урахуванням зв’язку мiж проникнiстю пористого середовища i концентрацiєю фiксо-

ваної бiомаси. На багаточисленних прикладах проаналiзовано особливостi розподiлу за

висотою завантаження субстрату, бiомаси; залежностi якостi фiльтрату i втрат

напору вiд вихiдного вмiсту субстрату.

Биопленки, которые образовались на элементах зернистой загрузки биореактора-фильтра
и прочно на них закрепились, способны резко снизить содержание растворенных органичес-
ких соединений в фильтруемой через нее воде. Так как эффективность действия биопленок
существенно зависит от физико-химических условий в обтекающем потоке, а значит и их
местоположения, то процессы на уровне биопленки контролируются макропроцессами, про-
текающими в объеме загрузки.

Вместе с тем, имеет место и тесная обратная связь. Поэтому все указанные процес-
сы должны рассматриваться совместно. В работе [1] получено и обосновано приближен-
ное решение (квази)стационарной задачи диффузии и лимитируемой деградации субстрата
в плоской биопленке. Исходя из него предложена основополагающая для моделирования
биофильтрования формула, выражающая явным образом относительный поток субстрата
в биопленку через безразмерные характеристики ее и фильтрационного течения

if =
γ

2 + γLf

(
Sw +K + ϕ−

√
(Sw +K + ϕ)2 − 4ϕSw

)
, (1)

где Sw — концентрация субстрата в фильтрационном потоке вне жидкой пленки; γ — ко-
эффициент массопереноса через жидкую пленку; Lf — толщина биопленки; K — константа
полунасыщения; ϕ = λLf/γ + λL2

f/2; λ — приведенный коэффициент максимальной ско-
рости роста биомассы. Благодаря выводу формулы (1) появилась возможность построить
функцию утилизации субстрата, которая характеризует изменение удельной скорости окис-
ления субстрата по высоте загрузки. Таким образом, данная функция обобщенно отражает
влияние системы биопленок на комплексный процесс биофильтрования и поэтому имеет
особое значение в его математической модели. При выборе последней принималась во вни-
мание практическая направленность данной работы и для получения сравнительно простых
расчетных формул пришлось принять ряд допущений. Кстати, их правомочность убеди-
тельно обоснована в специальной литературе.

Так, будет рассматриваться действие фильтра только в основной период, т. е. после ста-
билизации всех режимных показателей [2]. При этом количество биомассы со временем
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не меняется, поскольку ее рост и убыль сбалансированы. Кроме того, доминирует конве-
ктивный перенос субстрата (диффузия не играет сколько-нибудь заметной роли в массо-
переносе) при изначально невысоком его содержании (характерно для доочистки сточных
и природных вод). Наконец пористая среда считается однородной и сложенной из сфе-
рических гранул (зерен) с эквивалентным радиусом L0. Последнее допущение позволяет
упростить вычисление площади удельной поверхности у совокупности биопленок. Впрочем,
если в теоретических выкладках оперировать только площадью их деятельной поверхности,
то форма и размеры элементов пористой среды становятся второстепенными факторами.
Тогда модель установившегося биофильтрования включает систему уравнений массопере-
носа, баланса биомассы [3]

V0
dSw
dz

= −I, Y I − kdB = 0, (2)

а также условие на входе в загрузку

z = 0, Sw = S0. (3)

Здесь V0 — постоянная скорость фильтрования (реализуется основной эксплуатационный
режим); Y — экономический коэффициент трансформации субстрата в биомассу; B — кон-
центрация фиксированной биомассы; kd — обобщенный коэффициент скорости ее убыли.
В действительности прочность биопленки резко снижается с увеличением ее толщины и тем
самым усиливается отрыв фиксированной биомассы. Поэтому коэффициент kd принимает-
ся в виде функции от толщины Lf . А поскольку рассматривается глубокая очистка воды,
то оправдано полагать kd = kd0Lf [4, 5]. При радиусе зерна L0 и толщине биопленки Lf

площадь ее поверхности wf равна

wf = 4π(L0 + Lf )
2.

В единице объема загрузки с пористостью n0 количество зерен Nf составляет 3(1 −

− n0)/(4πL
3

0), а массовый расход субстрата в прикрепленные к ним биопленки будет

I = Nfwf if = 3(1− n0)if
(L0 + Lf )

2

L3
0

. (4)

Концентрация биомассы выражается через толщину биопленки на зернах следующим обра-
зом:

B = ρB(1− n0)
(L0 + Lf )

3
− L3

0

L3
0

,

где ρB — плотность биомассы. В безразмерной форме постановка задачи биофильтрования
принимает вид

dSw

dz
= −ψ3I, I = LfB, (5)

z = 0, Sw = 1, (6)

I(Sw, Lf ) = 3ng(1 + Lf )
2
· if (Sw, Lf ), B(Lf ) = ngψ1ψ2[(1 + Lf )

3
− 1]. (7)
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Здесь Sw = Sw/S0; z = z/Lm; Lm — высота загрузки; I = L2

0I/(DS0); D — эффектив-
ный коэффициент диффузии биопленки; B = kdL

2

0B/(Y DS0); ng = 1 − n0; Lf = Lf/L0;
ψ1 = µmρBL

2

0/(Y DS0); ψ2 = kd0L0/µm; ψ3 = DLm/(V0L
2

0); µm — удельная максимальная
скорость роста биомассы.

При теоретическом исследовании биофильтрования на базе задачи (5)–(7) следует иметь
в виду, что нередко в загрузке имеют место два участка с разным характером распределе-
ния биомассы по высоте. При нисходящем фильтровании на верхнем участке (0 6 z 6 zm)
в пористом пространстве, как правило, находится предельно возможное для данных кон-
кретных условий количество биомассы, измеряемое величиной Bmax, которому соответст-
вует максимальная толщина биопленки Lmax. Она просто вычисляется, если известна доля
исходной пористости aB , занятая биомассой. Тогда

Lmax =

(
aB

n0
ng

+ 1

)1/3

− 1 (8)

и отпадает необходимость в уравнении баланса биомассы. Последнее может быть исполь-
зовано для уточнения труднопределяемого коэффициента kd. Итак, уравнение переноса
и утилизации субстрата становится

dSw1

dz
=

3ngψ3γ(1 + Lmax)
2

2 + γLmax

(
Sw1 +K + ϕm −

√
(Sw1 +K + ϕm)2 − 4ϕmSw1

)
, (9)

где ϕm = ϕ(Lmax). Решение уравнения (9) при условии (6) дает зависимость

z =
2 + γLmax

12ngψ3ϕmγ(1 + Lmax)
2
[1− Sw1 − (K + ϕm) lnSw1 +G(Sw1)]. (10)

Здесь

G(Sw1) = U(1)− U(Sw1) + (K − ϕm) ln
U(1) + 1 +K − ϕm

U(Sw1) + Sw1 +K − ϕm

−

− (K + ϕm) ln
Sw1[(K + ϕm)U(1) + (K + ϕm)2 +K − ϕm]

(K + ϕm)U(Sw1) + (K + ϕm)2 + (K − ϕm)Sw1

,

U(y) =

√
y2 + 2(K − ϕm)y + (K + ϕm)2.

На нижнем участке загрузки (1 > z > zm) концентрация B и толщина Lf — перемен-
ные величины и с увеличением глубины они сначала резко, а затем плавно уменьшаются.
Следует заметить, что при большом значении S0 указанный участок может вообще отсут-
ствовать. В первую очередь из второго уравнения (5) с учетом выражений (1), (7) устанав-
ливается зависимость Sw2 от Lf , а именно,

Sw2 =
ψ1ψ2

6

[
1 + Lf −

1

(1 + Lf )
2

](
2Lf

γ
+ L2

f

)
−

ψ2K

ψ2 − 3ng(1 + Lf )
2
. (11)

Отсюда вытекает, что с приближением Lf к 0 величина Sw2 стремится к минимальному
значению

Smin =
ψ2K

3ng − ψ2

. (12)
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Далее первое уравнение системы (5) с учетом (11) преобразуется, так что

dSw2

dLf

dLf

dz
=
ψ1ψ2

6
P (Lf )

dLf

dz
= −ngψ1ψ2ψ3Lf [(1 + Lf )

3
− 1], (13)

где

P (Lf ) = 3L2

f +

(
4

γ
+ 2

)
Lf +

2

γ
+

2(Lf − γLf − 1)

γ(1 + Lf )
3

−
36ngK(1 + Lf )

ψ1[ψ2 − 3ng(1 + Lf )
2]
.

Теперь уравнение (13) просто интегрируется при условии

z = zm, Sw2 = Sm, (14)

где Sm = Sw2(Lmax). Здесь глубина zm находится из уравнения (10) после принятия в нем
Sw1, равной Sm. Решение задачи (13), (14) представляется в удобной для расчетов инте-
гральной форме

z = zm +
1

6ngψ3

Lmax∫

Lf

P (ξ) dξ

ξ[(1 + ξ)3 − 1]
. (15)

Предельное количество биомассы в загрузке будет иметь место при условии

1− Sm − (K + ϕm) lnSm +G(Sm) >
12ngψ3ϕmγ

2 + γLmax

(1 + Lmax)
2.

При очень низкой исходной концентрации субстрата может оказаться, что K ≫ Sw
и зависимость скорости его деградации от концентрации в биопленке фактически становит-
ся линейной с коэффициентом пропорциональности λ0 ≈ λ/K. Тогда из точного решения
соответствующей задачи действия биопленки для if вытекает следующее выражение [1]:

if = γSw

(
1− χ

ν1
ν2

+

√(
ν1
ν2

)2

−
ν0
ν2

)
. (16)

С использованием (16) для Sw2 получено

Sw2 =
ν2ψ1ψ2Lf [(1 + Lf )

3
− 1]

3γ(1 + Lf )
2

(
ν2 − χν1 + χ

√
ν2
1
− ν0ν2

) . (17)

Изменение толщины биопленок, а значит и распределение биомассы по высоте загрузки,
описывается зависимостью

z = zm +
ψ1ψ2

3ngγψ3

Lmax∫

Lf

ξν2(ξ)P1(ξ) dξ

(1 + ξ)2
[
ν2(ξ)− χν1(ξ) + χ

√
ν2
1
(ξ)− ν0(ξ)ν2(ξ)

] . (18)
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Функция P1(ξ) имеет громоздкий вид и поэтому не приводится. Впрочем, в применении
формул (16)–(18) нет необходимости даже в области малых значений S0, Sw, так как полу-
ченное в [1] приближенное решение модели биопленки и вытекающая из него формула (1)
именно в этой области практически совпадают с точными аналогами.

Для определения изменения напора, а в конечном итоге и полных его потерь в загрузке,
прежде всего, необходимо задаться зависимостью, описывающей снижение проницаемости
среды при накоплении в ней биомассы,

k(B) = k0f(B). (19)

Затем следует решить уравнения движения на верхнем (zm 6 z 6 1)

V0 = −k(Bmax)
∂h1
∂z

(20)

и нижнем (0 6 z < zm) участках

V0 = −k(B)
∂h2
∂z

(21)

при условиях

z = zm, h1 = h2; z = Lm, h2 = Hd. (22)

Здесь k, k0 — текущий и исходный (чистой загрузки) коэффициенты фильтрации; h1, h2 —
напоры на соответствующих участках; Hd — напор в выходном сечении. Относительно при-
веденных напоров h̃1, h̃2 задача (19)–(22) формулируется следующим образом:

f(Bmax)
∂h̃1
∂z

= −1, f(B)
∂h̃2
∂z

= −1, (23)

z = zm, h̃1 = h̃2, z = 1, h̃2 = 0, (24)

где h̃1,2 = (h1,2 − Hd)/(Hu − Hd), Hu — напор на входе в чистую загрузку. Тогда относи-
тельные потери напора в загрузке ∆h равны

∆h = h̃1(0) =
zm

f(Bmax)
+

1∫

zm

dz

f(B)
. (25)

Чтобы вычислить интеграл в (25), его подынтегральная функция преобразуется с исполь-
зованием выражения для производной dLf/dz из (13). В результате получено

∆h =
zm

f(Bmax)
+
ψ2

2

Lmax∫

Lfe

P (Lf ) dLf

Lf [(1 + Lf )
3
− 1] · f(B(Lf ))

. (26)

Здесь Lfe = Lf (1). Согласно рекомендациям [6, 7], функция f(B) принимается в степенной
форме

f(B) =

(
1−

B

n0ρB

)q

, (27)
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Рис. 1. Изменение по высоте загрузки относительной толщины биопленки: 1 — S0 = 50; 2, 3 — S0 = 100; 1,
2 — ρB = 105; 3 — ρB = 5 · 104

где показатель степени q находится из экспериментов, а в случае суспензии примерно ра-
вен 3. Из (27) вытекает, что

f(Lf ) =

[
1− ng(1 + Lf )

3

n0

]q
(28)

и окончательно

∆h =
zmn

q
0

[1− ng(1 + Lmax)
3]q

+
ψ2n

q
0

2

Lmax∫

Lfe

P (Lf ) dLf

Lf [(1 + Lf )
3
− 1][1 − ng(1 + Lf )

3]q
. (29)

Разработанная выше методика расчета доочистки воды от растворенной в ней органи-
ки иллюстрируется многочисленными примерами. Предметом вычислений стали функции
распределения по высоте загрузки относительных толщины биопленки и концентрации суб-
страта в фильтрационном потоке, а также зависимости выходной концентрации и потерь
напора от исходного уровня загрязненности. Ввиду большого количества параметров в об-
щей модели биопленка–фильтр из литературы выбраны и зафиксированы их типичные зна-
чения [8–12]. Таким образом, принято µm = 0,2 ч−1; kd = 7,5 · 10−3 ч−1; D = 2 · 10−6 м2/ч;
L0 = 0,001 м; K = 20 гХПК/м3; Y = 0,5; γ = 0,05 м/ч; V0 = 5 м/ч; n0 = 0,4; Lm = 2 м.
Кроме того, варьировались параметры aB (0,3, 0,5, 0,7) и L0 (0,001 и 0,002 м). Наконец
концентрация S0 или фиксировалось (100 гХПК/м3), или менялась непрерывно (от 25 до
250 гХПК/м3).

В первую очередь рассчитаны профили Lf (z) при aB = 0,5 и двух значениях L0, ρB .
Первый и второй состоят из двух фрагментов. Одним из них является отрезок горизон-
тальной линии Lf = Lmax, причем значение Lmax, согласно (8), равно 0,101. При определе-
нии второго фрагмента предварительно с помощью формул (10), (11) конкретизировались
глубины нижнего участка загрузки, концентрации субстрата на границе между выделен-
ными участками, а затем по (14) устанавливалась теперь уже переменная величина Lf .
Полученные таким путем данные представлены на рис. 1 и свидетельствуют о возможной
значительной неравномерности в вертикальном распределении биомассы. Максимальное ее
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Рис. 2. Изменение по высоте загрузки относительной толщины биопленки: 1, 2 — S0 = 100, 3 — S0 = 50;
1 — ρB = 5 · 104; 2, 3 — ρB = 105

количество сохраняется в верхней части загрузки, несмотря на быструю здесь сработку
субстрата. Глубже толщина L̄f , а значит и концентрация B резко уменьшаются. По мере
увеличения S0 высота нижнего участка сокращается и при S0 = 257 гХПК/м3 он вообще
исчезает, а толщина биопленок везде становится максимальной.

Значительная биомасса, накопившаяся вверху загрузки (при z̄ 6 z̄m), обеспечивает уда-
ление главной части загрязнения, а его остатки окисляются уже в нижней части. Расчеты
функции S̄w(z̄) велись в два этапа. Сначала по формуле (10) определялось основное сниже-
ние концентрации субстрата, а затем с помощью (11) — и окончательное до выходной S̄we.
Результаты вычислений для тех же L0, ρB приведены на рис. 2. Естественно, что фильтр
работает менее эффективно при большем L0 и меньшей ρB. В таком случае относительная
концентрация субстрата убывает постепенно вплоть до значения 0,0325.

Основным показателем дееспособности фильтра является качество фильтрата, характе-
ризуемое величиной S̄we. Именно она находилась как функция от концентрации S0 в после-
дующей серии примеров для аналогичных L0, ρB . Полученные на базе формул (10), (11)
при аккуратном учете особенностей распределения биомассы данные изображены в фор-
ме кривых Swe(S0) на рис. 3. При низкой начальной загрязненности воды и меньшем L0

выходная концентрация субстрата оказывается стабильно малой. Вместе с тем удвоение L0

ведет к существенному снижению защитной способности загрузки, а двукратное уменьше-
ние плотности биомассы обуславливает многократное увеличение содержания субстрата в
фильтрате, что особенно опасно при больших значениях S0.

Потери напора в загрузке контролируются, прежде всего, параметрами q, aB . В дей-
ствительности, даже их небольшое изменение (десятки процентов) способно стать причи-
ной изменения потерь в несколько раз. На рис. 4 показаны кривые, рассчитанные для раз-
ных aB, q по формуле (29) и характеризующие нарастание относительных потерь ∆h по ме-
ре увеличения S0. Высокую чувствительность демонстрируют потери по отношению к aB .
Рост ∆h продолжается до тех пор, пока величина S0 не обеспечит предельную аккуму-
ляцию биомассы в загрузке (Lf = Lmax). Дальнейшее увеличение S0 в рамках принятой
модели никак не отражается на потерях напора и, конечно, уровень их стабилизации также
существенно зависит от aB , q.
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Рис. 3. Графики зависимости Swe(S0): 1 — aB = 0,3, 2 — aB = 0,5; 3 — aB = 0,7

Рис. 4. Графики зависимости ∆h(S0): 1, 2, 4 — q = 3; 3 — q = 2; 1 — aB = 0,7; 2 — aB = 0,5, 3 — aB = 0,3

И в заключение следует подчеркнуть, что предложенные выше расчетные формулы
и уравнения опираются на ранее полученное эффективное решение задачи действия плос-
кой биопленки в условиях ограниченного содержания субстрата, лимитирующего биосинтез.
Поэтому они дают возможность надежно рассчитывать биофильтрование, прогнозировать
качество фильтрата в основной период доочистки воды от растворенных органических со-
единений в биореакторах-фильтрах, выбирать рациональные технологические и конструк-
тивные параметры.
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V.L. Polyakov

Simulation of the wastewater biofiltration with low-content organic

substrate. Bioreactor-filter

A steady-state task of the wastewater biofiltration through a bioreactor-filter has been posed and

exactly solved. Head losses within the filter medium have been determined taking into account the

permeability-biomass concentration relation. Characteristic properties of a substrate, the biomass

distribution over the filter height, and the dependences of the filtrate quality and head losses on the

initial contamination level have been analyzed by numerous examples.

66 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2011, №7


