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Запропоновано новий алгоритм розпаралелювання у чисельному моделюваннi. Вiн базує-

ться на методi розщеплення за просторовими змiнними та ДС-алгоритмi i є ефектив-

ним при моделюваннi фiзичних процесiв, що описуються початково-крайовими задачами

для систем лiнiйних i нелiнiйних параболiчних рiвнянь другого порядку при виконан-

нi закону збереження. Алгоритм дозволяє уникнути процедури розв’язування систем

алгебраїчних рiзницевих рiвнянь високого порядку. Доведено сумарну апроксимацiю по-

ставленої задачi та безумовну стiйкiсть алгоритму.

Аналiзуючи чисельнi методи розв’язування початково-крайових задач, слiд зауважити, що
вимоги до вибору алгоритмiв їхньої реалiзацiї в класичних послiдовних пiдходах i в па-
ралельних процесах обчислення дещо рiзнi. Це, зокрема, стосується вiдношення до явних
i неявних рiзницевих схем. При використаннi векторних процесорiв застосування явних рiз-
ницевих схем має перевагу, оскiльки цi схеми дозволяють одержати iстотно векторизованi
формули для обчислення розв’язку [1]. Недолiком явних схем є обмеження на величину ча-
сових крокiв. При використаннi неявних схем виникають додатковi затрати часу, пов’язанi
з нелокальною природою обчислювального алгоритму, оскiльки, застосовуючи неявнi схе-
ми [2, 3] на кожному дробовому й цiлому кроках, необхiдно розв’язувати системи рiвнянь.
Зважаючи це, у данiй роботi запропоновано алгоритм розпаралелювання, який базується
на методi розщеплення за просторовими змiнними та ДС-алгоритмi [4], який є ефективним
при розв’язуваннi початково-крайових задач математичної фiзики для рiвнянь другого по-
рядку без мiшаних похiдних, зокрема, для задач тепломасоперенесення. Запропонований
алгоритм дозволяє уникнути процедури розв’язування системи рiвнянь, сумарно апрокси-
мує поставлену задачу за часом i є безумовно стiйким.

Постановка початково-крайової задачi й ДС-алгоритм її розв’язування. В об-
ластi Q = {Ω × (0 < t < T )}, Ω = {(x1, x2) : 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1} розглянемо процес
перенесення, який у наближеннi нестискуваного середовища моделюється системою рiвнянь

∂u

∂t
+ C(b)u− Λu− f = 0, (1)
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2∑

α=1

∂bα
∂xα

= 0 (2)

при заданих початкових i граничних умовах

u|t=0 = u0(x), x ∈ Ω; u|∂Ω = g(x, t), x ∈ ∂Ω,

де ~b = (b1, b2) — вектор швидкостi руху середовища,

C(b) = C1(b) +C2(b) =

2∑

α=1

bα(x)
∂

∂xα
, Λ = (Λ1 + Λ2) =

2∑

α=1

∂

∂xα

(
Bα(x)

∂

∂xα

)
, (3)

Bα(x) > 0, а bα = bα(x) для всiх (α = 1, 2) — неперервно-диференцiйовнi за своїми змiнними.
При виконаннi умови (2) оператори

C1(b)u = ~b gradu =
2∑

α=1

bα(x)
∂u

∂xα
та C2(b)u = div(~bu) =

2∑

α=1

∂(bαu)

∂xα

еквiвалентнi [5]. Якщо ж b(x) = 0 або ω(x) = 0 при x ∈ ∂Ω, то з умови (2) випливає, що
(C1(b)ω, ω) = 0 у гiльбертовому просторi L2(Ω). Отже, оператори C1(b) та C2(b) — кососи-
метричнi. У випадку, коли оператор конвективного перенесення моделюється рiвнiстю

C = C0 =
1

2

(
2∑

α=1

bα(x)
∂u

∂xα
+

2∑

α=1

∂(bα(x))

∂xα

)
, (4)

то (Cω,ω) = 0 навiть якщо умова (2) не виконується.
Для побудови рiзницевої схеми в областi Ω введемо рiвномiрну сiтку ωτh = {x1,i, x2,j , tn :

x1,i = ih1;x2,j = jh2; tn = nτ ; i = 1,m1; j = 1,m2;hkmk = 1; (k = 1, 2); τ > 0}, сiтковi функцiї
ynij = u(xi, yj, tn), f

n
ij = f(x1,i, y2,j , tn) та рiзницевi оператори

y0

x
=

yi+1 − yi−1

2h
=

du

dx
+O(h2), yx =

yi − yi−1

h
=

du

dx
+O(h),

yx =
yi+1 − yi

h
=

du

dx
+O(h), Λhαy = (aαyxα)xα

= −
∂

∂xα

(
Bαα

∂u

∂xα

)
+O(h2),

де aα = Bα(xα−0,5hα), а оператор конвективного перенесення може бути записаний у однiй
iз кососиметричних форм:

C(b)y =
1

2

2∑

α=1

((bα(x)y)xα
0 + bα(x)y 0

xα

) +O(h2), (5)

C(b)y =
1

2

2∑

α=1

((b−α (x)y)xα
+ b+α (x)yxα

+ (b+α (x)y)xα
+ b−α (x)yxα

) +O(h) (6)

при

b+α (x) =
1

2
(bα(x) + |bα(x)|) > 0; b−α (x) =

1

2
(bα(x)− |bα(x)|) 6 0; α = 1, 2.
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Для побудови розв’язку поставленої задачi використаємо ДС-алгоритм [4, 6]. Введену

сiткову множину ωτh роздiлимо на двi пiдмножини Ω
(1,n)
τh й Ω

(2,n)
τh . Елементами першої бу-

демо називати точки (x1,i, x2,j , tn) такi, що сума iндексiв s = i+ j + n — парна, iншi точки
вiднесемо до другої пiдмножини. Вважатимемо, що розв’язком задачi є функцiя, обчислена
через часовий крок 2τ , який має двi складовi: непарний пiвкрок iз номером (2n + 1) i пар-
ний iз номером (2n+2). На часовому шарi (2n+1) обчислюються спочатку значення y2n+1

ij

у всiх точках Ω
(1,2n+1)
τh за явними рiзницевими формулами

y2n+1
ij − y2nij

τ
= −C(b)y2nij + Λhy

2n
ij − f2n+1

ij , (7)

а потiм у точках Ω
(2,2n+1)
τh — за неявними

y2n+1
ij − y2nij

τ
= −C(b)y2n+1

ij + Λhy
2n+1
ij − f2n+1

ij . (8)

На шарi (2n + 2) знаходимо розв’язок спочатку у вузлах Ω
(1,2n+2)
τh

y2n+2
ij − y2n+1

ij

τ
= −C(b)y2n+1

ij + Λhy
2n+1
ij − f2n+1

ij , (9)

пiсля чого в точках Ω
(2,2n+2)
τh за формулою

y2n+2
ij − y2n+1

ij

τ
= −C(b)y2n+2

ij + Λhy
2n+2
ij − f2n+1

ij . (10)

Розв’язком задачi на часовому промiжку [2nτ, (2n+2)τ ] є значення y2n+2
ij . Алгоритм (7),

(8) є безумовно стiйким [6] i дозволяє обчислювати шукану функцiю у всiх вузлах сiткової
областi за явною розрахунковою схемою з похибкою апроксимацiї O(τ2 + h2), якщо C(b)
визначено за формулою (5), або O(τ2 + h), якщо C(b) апроксимується формулою (6).

Схема розщеплення за просторовими напрямками, побудована на основi

ДС-алгоритму. При розв’язуваннi багатовимiрних задач алгоритм розщеплення грун-
тується на поданнi операторiв фiзичних процесiв у виглядi суми одновимiрних операторiв
конвекцiї та дифузiї [3, 7]

C(b)u =
2∑

α=1

Cα(b)u, Λu =
2∑

α=1

Λαu. (11)

Нижнi iндекси α = 1, 2 бiля операторiв указують напрямок їхньої дiї вздовж просторових
координат x1 та x2.

Введемо вектори ~̃U
2n

(j0) = {ỹ2nij0}
T |m1

i=1, j0 = 1,m2 та ~̃V
2n

(i0) = {˜̃y
2n

i0j
}|m2

j=1, i0 = 1,m1,
i оператори Lα = Cα − Λα, α = 1, 2, та функцiї φn

ij = fn
ij. Оскiльки значення розв’язку

рiзницевої задачi на часовому кроцi 2n вiдоме i u2nij = ũ2nij = ˜̃u
2n

ij , то обчислення компонент

векторiв ~̃U
2n+2

(j0) та ~̃V
2n+2

(i0) можна проводити на m1 + m2 процесорах одночасно за
формулами одновимiрного ДС-алгоритму:

ỹ2n+1
ij0

− y2nij0
τ

+ L1y
2n
ij0

= φ2n+1
ij0

, (x1,i, x2,j0 , t2n+1) ∈ Ω
(1,2n+1)
τh , (12)
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ỹ2n+1
ij0

− y2nij0
τ

+ L1ỹ
2n+1
ij0

= φ2n+1
ij0

, (x1,i, x2,j0 , t2n+1) ∈ Ω
(2,2n+1)
τh , (13)

ỹ2n+2
ij0

− ỹ2n+1
ij0

τ
+ L1ỹ

2n+1
ij0

= φ2n+1
ij0

, (x1,i, x2,j0 , t2n+2) ∈ Ω
(1,2n+2)
τh , (14)

ỹ2n+2
ij0

− ỹ2n+1
ij0

τ
+ L1ỹ

2n+2
ij0

= φ2n+1
ij0

, (x1,i, x2,j0 , t2n+2) ∈ Ω
(2,2n+2)
τh (15)

при кожному фiксованому j0 = 1,m2 та

˜̃y2n+1

i0j
− y2ni0j
τ

+ L2y
2n
i0j

= φ2n+1
i0j

, (x1,i0 , x2,j , t2n+1) ∈ Ω
(1,2n+1)
τh , (16)

˜̃y
2n+1

i0j
− y2ni0j
τ

+ L2
˜̃y
2n+1

i0j
= φ2n+1

i0j
, (x1,i0 , x2,j , t2n+1) ∈ Ω

(2,2n+1)
τh , (17)

˜̃y
2n+2

i0j
− ˜̃y

2n+1

i0j

τ
+ L2

˜̃y
2n+1

i0j
= φ2n+1

i0j
, (x1,i0 , x2,j , t2n+2) ∈ Ω

(1,2n+2)
τh , (18)

˜̃y
2n+2

i0j
− ˜̃y

2n+1

i0j

τ
+ L2

˜̃y
2n+2

i0j
= φ2n+1

i0j
, (x1,i0 , x2,j , t2n+2) ∈ Ω

(2,2n+2)
τh (19)

при кожному фiксованому i0 = 1,m1.
Зауважимо, що часовий промiжок [2nτ, (2n + 2)τ ] формально можна привести до про-

мiжку довжини τ ′ = 2τ й записати формули (12)–(19) як формули дробових крокiв. Але

при такому записi ускладнюється формальне визначення сiткових множин Ω
(1,n)
τh та Ω

(2,n)
τh .

Елементи масиву A = (1/2)(A1 + A2), де A1 та A2 — масиви розмiрностi m1 × m2,

утворенi значеннями ỹ2n+2
i,j та ˜̃y

2n+2

i,j , тобто

y2n+2
i,j =

1

2

(
ỹ2n+2
i,j + ˜̃y

2n+2

i,j

)
(20)

приймаються за розв’язок рiзницевої задачi, яка апроксимує задачу (1), (2) на часовому
кроцi 2n + 2.

Порядок сумарної апроксимацiї та стiйкiсть ДС-алгоритму розщеплення. Оче-
видно, що жодна окрема рiзницева схема (12)–(19) алгоритму розщеплення не апроксимує
поставлену задачу (1), (2). Але при послiдовному їх виконаннi та використаннi (20) алго-
ритм має сумарну апроксимацiю.

Теорема. ДС-алгоритм (12)–(20) сумарно апроксимує систему (1), (2) i безумовно
стiйкий.

Для доведення сумарної апроксимацiї проведемо низку простих перетворень в (12)–(20)
i одержимо:

∂u

∂t
+ C(b)u+ Λu− f −

(
y2n+2
ij − y2nij

2τ
+ L1ỹ

2n+1
ij + L2

˜̃y
2n+1

ij − φ2n+1
i,j

)
= O(τ + hm).

Тобто наведений алгоритм сумарно апроксимує рiвняння (1) з похибкою O(τ+hm), де m = 1,
якщо оператор C(b)u апроксимуємо за формулою (6), або m = 2 — якщо за формулою (5).
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Оскiльки Lα = Cα − Λα, (α = 1, 2), де Cα — кососиметричнi, а −Λα додатно визначенi
оператори, то (Lαu, u) > 0. Враховуючи переставну властивiсть операторiв [6] (E − 2τLα)
та (E + 2τLα)

−1 i використовуючи пари формул (12) та (15), (13) та (14), а також (16)
та (19), (17) i (18), одержимо:

ỹ2n+2 = G1y
2n та ˜̃y

2n+2
= G2y

2n,

де Gα = (E − 2τLα)(E + 2τLα)
−1 (α = 1, 2) — оператори переходу з часового шару 2n на

шар 2n+2. Зважаючи на наведенi вище властивостi операторiв Lα = Cα−Λα i обчисливши

норму оператора за формулою ‖Gα‖ = sup
φ 6=0

(Gαφ,Gαφ)

(φ, φ)
, одержуємо оцiнку ‖Gα‖ 6 q < 1.

Тодi з (20) випливає

‖y2n+2‖ 6
1

2
(‖ỹ2n+2‖+ ‖˜̃y

2n+2
‖) =

1

2
(‖G1‖‖y

2n‖+ ‖G2‖‖y
2n‖) =

=
1

2
(‖G1‖+ ‖G2‖)‖y

2n‖ 6
1

2
(qn1 + qn2 )‖y

0‖ 6 ‖y0‖.

Доведення стiйкостi з урахуванням правої частини аналогiчне доведенню, наведеному
в роботi [6].
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Paralellization of difference schemes based on the DS-algorithm

We propose a new algorithm of parallelization of a numerical modeling. It is based on the method of

splitting a spatial variable and the DS-algorithm and is effective at the modeling of physical processes

which are described by the initial-boundary-value problems for systems of linear and nonlinear

parabolic equations of the second order with a law of conservation. The algorithm allows one to

avoid the procedure of solving the systems of algebraic difference equations of higher order. The

overall approximation of the task and the unconditional stability of the algorithm are proved.
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