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Описано процедуру оберненої задачi розсiювання для знаходження розв’язкiв рiвняння

Вахненка–Паркеса, якi пов’язуються як з дискретною, так i з неперервною частиною

спектральних даних у асоцiйованiй спектральнiй задачi. Вивчається взаємодiя солiтону

та перiодичної хвилi.

Опис багатьох фiзичних явищ пов’язується з потребою пошуку точних розв’язкiв нелiнiйних
еволюцiйних рiвнянь. Для побудови точних розв’язкiв повнiстю iнтегровних рiвнянь зараз
розвиненi рiзнi ефективнi пiдходи. Одним iз фундаментальних та бiльш узагальнених ме-
тодiв по праву вважається метод оберненої задачi розсiювання, хоча його застосування має
певнi труднощi [1–3].

У данiй роботi розглядається нелiнiйне еволюцiйне рiвняння

WXXT + (1 +WT )WX = 0, (1)

яке виникло з рiвняння Вахненка [4–6]

∂

∂x

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u+ u = 0 (2)

пiсля перетворення

u(x, t) := U(X,T ) =WX(X,T ), x := x0 + T +W (X,T ), t := X. (3)

Докладно з цим перетворенням (3) можна ознайомитися в [7, 8]. Вже традицiйно рiвнян-
ня (1) цитується як рiвняння Вахненка–Паркеса (рВП) [9–11].

Метод оберненої задачi розсiювання виявився найбiльш прийнятним для розв’язуван-
ня задач з початковими умовами. Ранiше цей метод ми застосували, щоб одержати точнi
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N -солiтоннi розв’язки для рВП [12]. В цiй роботi нами використовується метод оберненої
задачi розсiювання для вивчення розв’язкiв рВП, якi пов’язуються як з дискретним, так i
з неперервним спектром асоцiйованої спектральної задачi.

Спектральна задача для рВП. Метод оберненої задачi розсiювання пов’язується
з асоцiйованою спектральною задачею на власнi значення. В [12] показано, що пара рiвнянь

ψXXX + UψX − λψ = 0, (4)

3ψXT + (WT + 1)ψ = 0 (5)

вiдноситься до рВП (1), причому спектральне рiвняння (4) — рiвняння третього порядку.
Для спектрального рiвняння третього порядку обернену задачу розвинули Каудрей [13]
i Кауп [14]. Результати цих авторiв стали пiдгрунтям для знаходження розв’язкiв рВП
з застосуванням методу оберненої задачi розсiювання [12].

Дотримуючись загальної теорiї оберненої задачi розсiювання для N спектральних рiв-
нянь, яка започаткована Каудреєм у роботi [13], спектральне рiвняння (4) переписуємо
у виглядi [12]

∂

∂X
ψ = [A(ζ) +B(X, ζ)] · ψ. (6)

Тут

ψ =




ψ
ψX

ψXX


 , A =



0 1 0
0 0 1
λ 0 0


 , B =



0 0 0
0 0 0
0 −WX 0


 . (7)

Матриця A має власнi значення λj(ζ) та лiвi i правi власнi вектори ṽj(ζ), vj(ζ), вiдповiдно.
Для випадку, що розглядається, маємо

λj(ζ) = ωjζ, λ3j(ζ) = λ, vj(ζ) =




1
λj
λ2j


 , ṽj(ζ) =

(
λ2j λj 1

)
, (8)

тут ωj = e2πi(j−1)/3 — кубiчнi коренi з 1.
Розв’язок лiнiйного рiвняння (4), або, еквiвалентно, системи рiвнянь (6), був отриманий

Каудреєм у [13] через функцiї Йоста φj(X, ζ), якi мають таку асимптотичну поведiнку:

Φj(X, ζ) : = exp{−λj(ζ)X}φj(X, ζ) → vj(ζ), коли X → −∞. (9)

Змiнна T поки що вважається параметром. Пiзнiше буде врахована T еволюцiя спект-
ральних даних. Розв’язок прямої задачi задається системою рiвнянь (4.5) з [13]. Оскiль-
ки для функцiй Йоста спостерiгається низка симетрiй, таких як (6.14) i (6.15) з [13], якi
справедливi також i у нашому випадку, то досить розглядати тiльки елемент φ1(X, ζ) (або
Φ1(X, ζ)). У загальному випадку необхiдно враховувати як дискретний спектр, так i непе-
рервний. У вiдповiдностi з спiввiдношенням (6.20) з [13] розв’язок рiвняння (6) подається
у виглядi

Φ1(X, ζ) = 1−
K∑

k=1

3∑

j=2

γ
(k)
1j

exp{[λj(ζ(k)1 )− λ1(ζ
(k)
1 )]X}

λ1(ζ
(k)
1 )− λ1(ζ)

Φ1(X,ωjζ
(k)
1 ) +

+
1

2πi

∫ 3∑

j=2

Q1j(ζ
′)
exp{[λj(ζ ′)− λ1(ζ

′)]X}
ζ ′ − ζ

Φ±

1 (X,ωjζ
′) dζ ′. (10)
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Рiвняння (10) утримує спектральнi данi, а саме, K полюсiв i величин γ(k)1j для дискретного
спектра, а також для неперервного спектра функцiї Q1j(ζ

′) на всiх межах iнтегрування, де
Re(λ1 − λj) = 0 при j 6= 1.

Дискретний спектр вiдповiдає солiтонним розв’язкам. Ранiше в роботi [12] знайдено
N -солiтоннi розв’язки для рВП за допомогою оберненої задачi розсiювання. Нижче ви-
вчаються розв’язки для рВП з урахуванням додатково неперервної частини спектральних
даних.

Солiтоннi та перiодичнi розв’язки. Додатково до вiдомої процедури пошуку солi-
тонних розв’язкiв iз дискретного спектра проаналiзуємо неперервний спектр асоцiйованої
задачi на власнi значення. Врахуємо сингулярнiсть на межах, якi визначаються умовою
Re(λ1 − λj) = 0 при всiх j 6= 1. Для Q1j межi пролягають по двох лiнiях

(i) ζ ′ = ω2ξ, тут Q
(1)
12 (ζ

′) 6= 0, Q
(1)
13 (ζ

′) ≡ 0,

(ii) ζ ′ = −ω3ξ, тут Q
(2)
12 (ζ

′) ≡ 0, Q
(2)
13 (ζ

′) 6= 0
(11)

з дiйсною змiнною ξ.
Розглянемо функцiї сингулярностi Q1j(ζ

′) у виглядi

Q
(1)
12 (ζ

′) = −2πiq
(1)
12 δ(ζ

′ − ζ ′1)

Q
(1)
13 (ζ

′) = −2πiq
(1)
13 δ(ζ

′ − ζ ′1) ≡ 0

}
на лiнiї ζ ′ = ω2ξ,

Q
(2)
12 (ζ

′) = −2πiq
(2)
12 δ(ζ

′ − ζ ′2) ≡ 0

Q
(2)
13 (ζ

′) = −2πiq
(2)
13 δ(ζ

′ − ζ ′2)

}
на лiнiї ζ ′ = −ω3ξ.

(12)

Аналiз показує, що iнтегрування у (10) потрiбно виконувати так, щоб змiнна ξ пробiгала
вiд −∞ до +∞. Комбiнацiя функцiї сингулярностi у виглядi (12) та однiєї пари полюсiв
(один солiтон) веде до спрощення спiввiдношення (10)

Φ1(X, ζ) = 1−
2∑

k=1

3∑

j=2

γ
(k)
1j

exp{[λj(ζ(k)1 )− λ1(ζ
(k)
1 )]X}

λ1(ζ
(k)
1 )− λ1(ζ)

Φ1(X,ωjζ
(k)
1 )−

−
2∑

m=1

3∑

j=2

q
(m)
1j

exp{[λj(ζ ′m)− λ1(ζ
′
m)]X}

ζ ′m − ζ
Φ1(X,ωjζ

′

m). (13)

У роботi [12] доведено, що полюси з’являються тiльки попарно ζ(1)1 = iω2ξ1, ζ
(2)
1 = −iω3ξ1,

причому γ(1)12 = ω2β1, γ
(1)
13 = 0, γ(2)12 = 0, γ(2)13 = ω3β1. Константа β1 в загальному випадку —

комплексна величина.
Як випливає iз спiввiдношень (13) i (5.8) з [12]

φ1X(X, ζ) =
i√
3
[φ1X(X,−ω2ζ)φ1(X,−ω3ζ)− φ1X(X,−ω3ζ)φ1(X,−ω2ζ)], (14)

сингулярностi у виглядi (12) повиннi з’являтися також попарно ζ ′1 = ω2ξ2, ζ
′

2 = −ω3ξ2.
Розглядаючи граничний перехiд ζ → ζ ′m та X → −∞, з (14) для спектральних даних

неперервної частини спектра безпосередньо випливає q(1)12 ω2 = q
(2)
13 .
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Пiдставляючи в (13) чотири рази послiдовно значення за значенням ζ = ω2ζ
(1)
1 , ζ =

= ω3ζ
(2)
1 , ζ = ω2ζ

′

1, ζ = ω3ζ
′

2, приходимо до системи чотирьох лiнiйних рiвнянь вiдносно

невiдомих Φ1(X,ω2ζ
(1)
1 ), Φ1(X,ω3ζ

(2)
1 ), Φ1(X,ω2ζ

′

1), Φ1(X,ω3ζ
′

2).
Зручно ввести позначення

µjk =

{
λj(ζ

(k)
1 ), якщо k = 1, 2,

λj(ζ
′

(k−2)), якщо k = 3, 4,
p
(k)
1j =





γ
(k)
1j , якщо k = 1, 2,

q
(k−2)
1j , якщо k = 3, 4,

(15)

тодi (13) переписується як

Φ1(X, ζ) = 1−
4∑

k=1

3∑

j=2

p
(k)
1j

exp[(µjk − µ1k)X]

µ1k − ζ
Φ1(X,µjk). (16)

Перевага вiддається iншим невiдомим, а саме Ψk(X), якi є комбiнацiєю попереднiх та вво-
дяться за визначенням

Ψk(X) =

3∑

j=2

p
(k)
1j exp(µjkX)Φ1(X,µjk). (17)

Спiввiдношення (16) набуває вигляду

Φ1(X, ζ) = 1−
4∑

k=1

exp(−µjkX)

µ1k − ζ
Ψk(X). (18)

Розвиваючи Φ1(X, ζ) в асимптотичний ряд за λ−1
1 (ζ), можна одержати (див. (5.11) в [12])

Φ1(X, ζ) = 1− 1

3λ1(ζ)
[W (X)−W (−∞)] +O(λ−2

1 (ζ)), (19)

що разом з (18) дозволяє прийти до одного з головних спiввiдношень (див. також (6.38)
в [13])

W (X)−W (−∞) = −3

4∑

k=1

exp(−µjkX)Ψk(X) = 3
∂

∂X
ln(detM). (20)

Матриця M визначається таким чином:

Mkl(X) = δkl −
3∑

j=2

p
(k)
1j

exp[(µjk − µ1l)X]

µjk − µ1l
. (21)

Розглянемо T -еволюцiю спектральних даних. Аналiзуючи розв’язок рiвняння (5) при
X → −∞, знаходимо, що φi(X,T, ζ) = exp[−(3λi(ζ))

−1T ]φi(X, 0, ζ). Отже, T -еволюцiя спе-
ктральних даних задається спiввiдношеннями (для k = 1, . . . , 4)

λj(T ) = λj(0), p
(k)
1j (T ) = p

(k)
1j (0) exp{[−(3µjk)

−1 + (3µ1k)
−1]T}. (22)
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Остаточний результат для розв’язку рВП, який випливає з неперервної частини спектраль-
них даних для сингулярностi (12) та з дискретної частини спектральних даних у виглядi
тiльки пари полюсiв i в якому враховано T -еволюцiю, набуває вигляду

W (X,T ) = 3
∂

∂X
ln(detM(X,T )), (23)

де M — матриця 4×4 з елементами

Mkl(X) = δkl −
3∑

j=2

p
(k)
1j

exp{(µjk − µ1l)X + [−(3µjk)
−1 + (3µ1k)

−1]T}
µjk − µ1l

, (24)

причому

µ11=λ1(ζ
(1)
1 )= iω2ξ1, µ21=λ2(ζ

(1)
1 )= iω3ξ1, p

(1)
12 =γ

(1)
12 =ω2β1, p

(1)
13 =γ

(1)
13 =0,

µ12=λ1(ζ
(2)
1 )=−iω3ξ1, µ32=λ3(ζ

(2)
1 )=−iω2ξ1, p

(2)
12 =γ

(2)
12 =0, p

(2)
13 =γ

(2)
13 =ω3β1,

µ13=λ1(ζ
′

1)=ω2ξ2, µ23=λ2(ζ
′

1)=ω3ξ2, p
(3)
12 =q

(1)
12 =ω2β2, p

(3)
13 =q

(1)
13 =0,

µ14=λ1(ζ
′

2)=−ω3ξ2, µ34=λ3(ζ
′

2)=−ω2ξ2, p
(4)
12 =q

(2)
12 =0, p

(4)
13 =q

(2)
13 =ω3β2.

Розв’язок (23), (24) утримує по двi довiльнi сталi ξi i βi, (i = 1, 2). Сталi ξi — дiйснi
величини, в той час як сталi βi у загальному можуть набувати комплексного значення.

Якщо обмежитися тiльки неперервним спектром (γ(k)1j ≡ 0), то розв’язок (23), (24) утри-
мує одну частоту iз неперервного спектра. Власне, сингулярнiсть у виглядi (12) вiдповiд-

альна за цю частоту. З цiєї причини розв’язок (23), (24) при γ
(k)
1j = 0 будемо називати

одномодовим розв’язком для рВП.
Розв’язки, знайденi описаним методом з використанням матрицi (24), у загальному ви-

падку — комплекснi функцiї. Оскiльки ми цiкавимося дiйсними розв’язками, необхiдно на-
класти обмеження на довiльнiсть вибору сталих βi.

Приклади дiйсних розв’язкiв. Розглянемо два випадки, в яких вдалося звести ком-
плекснi розв’язки до дiйсних. Власне, це є кульмiнацiєю в пошуку розв’язкiв рВП. Перший
випадок враховує тiльки неперервний спектр (γ(k)1j = 0, q(k)1j 6= 0), у другому дослiджується
взаємодiя солiтону та перiодичної хвилi.

1. Для знаходження одномодового розв’язку нам потрiбно, в першу чергу, пiдрахувати
значення детермiнанта матрицiM (24) розмiром 2×2 приN = 1. Знаходимо, що для матрицi



1− iω2β2√

3ξ2
exp[−i

√
3ξ2X + (i

√
3ξ2)

−1T ] −ω3β2
2ξ2

exp[2ω3ξ2X + (i
√
3ξ2)

−1T ]

ω2β2
2ξ2

exp[−2ω2ξ2X + (i
√
3ξ2)

−1T ] 1− iω3β2√
3ξ2

exp[−i
√
3ξ2X + (i

√
3ξ2)

−1T ]


 (25)

її детермiнант задається таким спiввiдношенням:

detM = [1 + c2 exp(−i
√
3ξ2X + (i

√
3ξ2)

−1T )]2, c2 =
iβ2

2
√
3ξ2

. (26)

Iндекси при ξ2 та β2 записанi у вiдповiдностi з (24). Отже, як вiдзначалося ранiше, сингу-
лярнiсть у виглядi (12) вiдповiдальна за одну частоту з неперервного спектра.
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Умова, що забезпечує дiйснi значення W , вимагає обмеження на сталу β2 (якщо стала ξ2
довiльна). Нам вдалося визначити такi обмеження, а саме, стала c2 = |c2| exp(iχ2), яка
в загальному випадку може бути комплексною величиною, повинна мати |c2| = 1, в той час
як довiльна дiйсна стала χ2 визначає початковий зсув розв’язку X0, i тодi

detM =

[
1 + exp

(
−i

√
3ξ2(X −X0) +

T

i
√
3ξ2

)]2
. (27)

Остаточним результатом для однiєї моди з неперервного спектра є розв’язок (23) з (27),
а саме:

W (X,T ) = −3
√
3ξ2 tan

(√
3

2
ξ2(X −X0) +

T

2
√
3ξ2

)
+ const. (28)

Такий самий розв’язок було отримано ранiше iншими прямими методами, наприклад,
(G′/G)-розширеним методом [11]. Проте тiльки запис розв’язку у виглядi (23), (24) дозволяє
нам вивчити взаємодiю двох розв’язкiв, у даному випадку — солiтону з перiодичною хвилею.

2. Розглянемо розв’язок для рВП з урахуванням одного солiтону та однiєї моди з не-
перервного спектра. У такому випадку M є матриця 4×4. Не записуючи тут явний вигляд
матрицi, подаємо значення детермiнанта

detM = (1 + c1q1 + c2q2 + c1c2b12q1q2)
2, (29)

де

q1 = exp[
√
3ξiX − (

√
3ξi)

−1T ], q2 = exp[−i
√
3ξiX + (i

√
3ξi)

−1T ],

c1 =
β1

2
√
3ξ1

, c2 =
iβ2

2
√
3ξ2

, b12 =

(
ξ1 + iξ2
ξ1 − iξ2

)2 ξ21 − ξ22 + iξ1ξ2
ξ21 − ξ22 − iξ1ξ2

.
(30)

Обмежуючись дiйсними значеннями W при довiльних, але дiйсних сталих ξi, потрiбно
знайти умови для сталих ci = |ci| exp(iχi). Докладний аналiз показав, що умови c1 = c2 =

= 1/
√
b12 є достатнiми, щоб величина W набувала дiйсних значень. Таким чином, взаємодiя

солiтону та перiодичної хвилi для рВП описується спiввiдношенням (23) з

detM =

(
1 +

1√
b12

q1 +
1√
b12

q2 + q1q2

)2

,

а q1, q2 та b12 — як в (30).
Таким чином, метод оберненої задачi розсiювання був застосований для вивчення вза-

ємодiї солiтонних та перiодичних розв’язкiв для рiвняння Вахненка–Паркеса. Перiодичнi
розв’язки асоцiюються з неперервною частиною спектральних даних. Знайдено дiйснi роз-
в’язки для взаємодiї одного солiтону та одномодової хвилi.

Автор вдячний доктору Е.Дж. Паркесу за плiдне обговорення i професору В.А. Даниленку за

постiйну пiдтримку.

1. Ablowitz M. J., Segur H. Solitons and inverse scattering transform. – Philadelphia: SIAM, 1981. – 400 p.

2. Solitons / Ed. by R.K. Bullough, P. J. Caudrey. – New York: Springer, 1980. – 408 p.

3. Захаров В.Е., Манаков С.И., Новиков С.П., Питаевский Л.П. Теория солитонов: Метод обратной
задачи. – Москва: Наука, 1980. – 320 с.

78 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2011, №8



4. Vakhnenko V.A. Solitons in a nonlinear model medium // J. Phys. A: Math. Gen. – 1992. – 25. – P. 4181–
4187.

5. Parkes E. J. The stability of solutions of Vakhnenko’s equation // Ibid. – 1993. – 26. – P. 6469–6475.

6. Vakhnenko V.O. High frequency soliton-like waves in a relaxing medium // J. Math. Phys. – 1999. – 40,
No 3. – P. 2011. – 2020.

7. Vakhnenko V.O., Parkes E. J. The two loop soliton solution of the Vakhnenko equation // Nonlinearity. –
1998. – 11. – P. 1457–1464.

8. Morrison A. J., Parkes E. J., Vakhnenko V.O. The N loop soliton solution of the Vakhnenko equation //
Ibid. – 1999. – 12. – P. 1427–1437.

9. Gandarias M. L., Bruzón M. S. Symmetry relations and exact solutions for the Vakhnenko equation //
Proc. of XXI Congreso de Ecuaciones Diferenciales y Aplicacions, XI Congreso de Matimática Aplicada. –
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V.O. Vakhnenko

Applying the inverse scattering transform method to the

Vakhnenko–Parkes equation to describe the interaction of a soliton and

a periodic wave

We describe a procedure for using the inverse scattering transform problem to find the solutions of

the Vakhnenko–Parkes equation that are associated both with discrete and continuous spectra for

the spectral problem. The interaction of a soliton and a periodic wave is studied.
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