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Солiтоноподiбнi хвилi в нерiвноважних середовищах

Дослiджуються хвильовi розв’язки математичної моделi нерiвноважного середовища,

яка є одновимiрною системою рiвнянь гiдродинамiки, замкненою нелокальним динамiч-

ним рiвнянням стану. За допомогою методiв якiсного аналiзу показано, що динамiчна

система, яка описує хвильовi розв’язки моделi, має гомоклiнiчнi розв’язки шильнiков-

ського типу, в околi яких виникають перiодичнi та хаотичнi атрактори або багатооб-

хiднi гомоклiнiчнi петлi при змiнi параметрiв моделi.

На сьогоднi нерiвноважнi середовища рiзної природи є об’єктами численних дослiджень
через їх здатнiсть до формування часово-просторових структур [1–3]. У данiй роботi ви-
вчається: як врахування слабкої нерiвноважностi середовища у поєднаннi з фiзичною його
нелiнiйнiстю впливає на появу локалiзованих хвильових режимiв рiзних видiв та їх бiфур-
кацiї залежно вiд параметрiв моделi? Розглядається математична модель нерiвноважного
середовища [3, 4]:
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де α0 — коефiцiєнт теплового розширення, γ0 — показник полiтропи; b = V0χT∞τ−1

TV τ
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TP );
ΓV 0 — коефiцiєнт Грюнайзена; cS0, cT0 — швидкостi звуку в середовищi. Нульовi iндекси —
характеристики середовища в рiвноважному станi.

Виконаємо знерозмiрення системи (1), використовуючи масштабне перетворення t = t0t,
r = u0t0r, V = V0V , u = u0u, p = p0 + u20V
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p (тут t0, u0, V0 є характерними величинами

середовища). Тодi модель (1) має вигляд
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Розглянемо випадок, коли n = 1. Хвильовий розв’язок системи (2) визначається вира-
зами

V = V (ξ), u = U(ξ), p = P (ξ), ξ = r −Dt. (3)

Отже, з перших двох рiвнянь системи (2) отримаємо
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Зазначимо, що система (4) в асимптотичних випадках збiгається з динамiчною системою,
яка описує хвильовi розв’язки рiвняння Курамото–Сивашинського ut+auux+buxx+cuxxx+
+ duxxxx = 0 [5, 6].

Стацiонарнi точки системи (4) мають координати
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)

,

площина розриву визначається рiвнянням U = DV0 ±
√

δQ. Стацiонарна точка B може
потрапляти в цю площину при

κ = DV0

√

δQ. (5)

Тип стацiонарних точок визначається власними значеннями матрицi лiнеаризованої сис-
теми
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Очевидно, для всiх точок α2 = −(DQτ)−2, α3 = −DQτ .
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Рис. 1. Структура параметричної площини (D;κ) при δ = 0,2, Q = 0,3, τ = 0,5, V0 = 2,3, D1 = 0,187,
D2 = 0,607, D3 = 0,337. Лiнiї 1, 2, 3 — кривi нейтральної стiйкостi (7 ) точок О, А, В; лiнiя 4 — графiк
функцiї (8 ); лiнiя 5 — графiк лiнiї (5 )

З метою формулювання необхiдних умов народження перiодичних коливань у систе-

мi (4) проаналiзуємо характеристичне рiвняння матрицi J : λ3− sp Jλ2+
3
∑

i=1

Jiiλ−detJ = 0.

Враховуючи особливий вигляд матрицi J , характеристичне рiвняння можна записати в та-
кiй формi: λ3−α3λ

2−α2λ−α1 = 0. Тодi умовою наявностi алгебраїчного рiвняння третього

степеня двох суто уявних коренiв є виконання рiвностi detJ = spJ ·
3
∑

i=1

Jii, з якого випливає

зв’язок мiж параметрами

α1 + α2α3 = 0.

Пiдставляючи значення αi в останнє рiвняння, отримаємо таке:

для точки O: D2(1 +Q)V 2

0 = (δ + κ)Q;

для точки A: δ = κ;

для точки B: κ2(1 +Q) = D2QV 2

0 (δ + κ).

(6)

Цi умови в площинi параметрiв D й κ зображаються лiнiями (кривими нейтральної
стiйкостi), рiвняння яких мають вигляд
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)2 + 4(1 +Q)D2QV 2
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До бiфуркацiйних лiнiй також вiднесемо сукупнiсть точок, якi вiдповiдають умовi iсну-
вання нульового власного значення матрицi J : α1 = 0. Для точок O й B з цiєї умови
випливає:

κ = D2V 2

0 . (8)

Дослiдимо структуру параметричної площини (D;κ) при фiксованих значеннях парамет-
рiв δ = 0,2, Q = 0,3, τ = 0,5, V0 = 2,3 (рис. 1). Для цього побудуємо графiки функцiй (7) —
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Рис. 2. Фазовi портрети гомоклiнiчних петель при κ = 0,6 й D = 0,7036786 (а), D = 0,761776 (б )

кривих нейтральної стiйкостi критичних точок O й B системи (4), а також графiк фун-
кцiї (8) — умову виродження матрицi J . Проаналiзуємо можливiсть перетину всiх трьох
кривих на рис. 1 в однiй точцi. Для цього дослiдимо систему алгебраїчних рiвнянь

D2(1 +Q)V 2

0 = (δ + κ)Q, κ2(1 +Q) = D2QV 2

0 (δ + κ), κ = D2V 2

0 .

Легко перевiрити, що вона сумiсна та її додатний розв’язок є координатами точки перетину
кривих H(δQ;V −1

0

√

δQ). Дослiдимо структуру розв’язкiв системи (4) при змiнi парамет-
рiв κ й D з областi, зображенiй на рис. 1.

Випадок 1. Зафiксуємо κ = 0,6, тодi точка O має пару суто уявних власних значень
при D1 = 0,187, точка B — при D2 = 0,607. В iнтервалi D1 < D < D2 iснує траєкторiя,
яка з’єднує стiйку стацiонарну точку O з нестiйкою точкою B. Перiодичних або хаотичних
розв’язкiв у фазовому просторi поблизу стацiонарних точок не виявлено.

Розглянемо динамiку системи (4) при D /∈ (D1;D2). При D < D1 та D > D2 в околi
вiдповiдних точок спостерiгається поява граничних циклiв у фазовому просторi системи, що
вiдповiдає iснуванню перiодичних розв’язкiв системи (4). Змiна параметра D у вiдповiдних
iнтервалах спричинює зростання розмiрiв граничних циклiв та каскад бiфуркацiй подвоєння
перiоду з утворенням хаотичних атракторiв. При 0,7 < D < 0,755 у фазовому просторi
динамiчної системи (4) локалiзованих режимiв не виявлено. Iнший перiодичний атрактор
проявляється при 0,755 < D < 0,762, зазнаючи бiфуркацiй подвоєння перiоду з утворенням
хаотичного атрактору.

При вивченнi структури околу стацiонарних точок не менш важливим є дослiджен-
ня поведiнки сепаратрисних траєкторiй, а саме, iснування гомоклiнiчних петель сiдлових
точок. Пошук гомоклiнiчних петель у системi (4) проводився за допомогою числових ме-
тодiв. Оскiльки власнi значення матрицi J при D = 0,7036786 у стацiонарнiй точцi O
[λ = (1,824;−5,649 ± 8,857i)], то петля має нестiйкий одновимiрний багатовид та двови-
мiрний стiйкий iз сiдловою величиною Σ = Re(λ1) + Re(λ2,3) = −3,825 < 0. Iнтегруючи
з початковими умовами ε~v, де ε = 10−10 . . . 10−14, ~v — власний вектор, що вiдповiдає влас-
ному значенню λ1 > 0, отримаємо траєкторiю, яку в певному наближеннi можна назвати
гомоклiнiчною петлею (рис. 2, а). Нестiйкий двовимiрний багатовид точки В [власнi зна-
чення λ = (−12,275; 1,401 ± 11,054i)] частково захоплює гомоклiнiчну траєкторiю точки О,
що зумовлює iснування на фазовому портретi (див. а на рис. 2) додаткового витка навколо
точки B.
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Рис. 3. Фазовi портрети гомоклiнiчних петель (Σ < 0) при κ = 0,6 й D = 0,7432618 (а), D = 0,7437897 (б ),
D = 0,7559667 (в)

Аналогiчно обчислювалась петля при D = 0,761776 з сiдловою величиною Σ = −3,506 <
< 0 (див. б на рис. 2). У цьому випадку багатовиди точок O та B не взаємодiють i петля
не має додаткових виткiв.

У параметричнiй площинi (D;κ) знайденi петлi утворюють зв’язнi множини, позначенi
на рис. 1 пунктирними лiнiями. Виявилось, що цi геометричнi мiсця точок також стягуються
до точки H як i бiфуркацiйнi лiнiї.

Порiвняння фазових портретiв петель рис. 2 свiдчить про можливiсть iснування в моде-
лi (1) некласичних солiтоноподiбних хвиль з кiлькома максимумами (багатогорбi). Деталь-
ний аналiз траєкторiй, якi починаються поблизу O показав, що окрiм знайдених петель
у фазовому просторi динамiчної системи iснують iншi багатообхiднi петлi (рис. 3). Оскiль-
ки для знайдених петель сiдлова величина Σ < 0, то з петлi може народитись тiльки один
перiодичний режим [7], що i спостерiгається для петель рис. 2 й 3.

Випадок 2. Розглянемо структуру розв’язкiв динамiчної системи (4) при κ = 0,3 та
змiнному D (див. рис. 1). Вивчення бiфуркацiйних дiаграм при κ = 0,3 показує, що сцена-
рiї розвитку коливних режимiв змiнюються не iстотно. Але при D > κ/(V0

√

δQ) = 0,532
(умова (5)) у частинi фазового простору, де знаходяться стацiонарнi точки A й B, розвива-
ється граничний цикл. Його походження пов’язане з втратою точкою A стiйкостi поблизу
кривої нейтральної стiйкостi при κ > δ = 0,2. При цьому, як свiдчать бiфуркацiйнi дiагра-
ми, граничний цикл зазнає лише кiлькох бiфуркацiй перiоду пiсля чого коливання рiзко
виходять на iнший атрактор, який зазнає бiфуркацiй з утворенням хаотичного атрактору.
Такий сценарiй розвитку коливань вказує на можливiсть iснування гомоклiнiчної петлi.
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Рис. 4. Гомоклiнiчна петля (а) при κ = 0,3 й D = 0,6352306 (Σ > 0) та профiль координати U(ξ) (б )

Гомоклiнiчну петлю було виявлено для точки B при κ = 0,3 й D = 0,6352306 (рис. 4, а).
Для петлi — λ = (12,551;−11,523 ± 16,328i), сiдлова величина Σ = 1,028 > 0. Це означає
наявнiсть в її околi складної структури траєкторiй, зокрема нетривiальної гiперболiчної
пiдмножини [7], яка формує хаотичний атрактор. Для цього випадку в роботах [8–10] опи-
сано бiфуркацiї в околi петлi та показано структурну нестiйкiсть однопараметричних систем
поблизу петлi. Зокрема, проаналiзована можливiсть утворення багатообхiдних петель, якi
повторюють форму основної петлi. У випадку системи (4) було виявлено таку двообхiдну
петлю (див. рис. 4).

Таким чином, динамiчна система (4) має перiодичнi, мультиперiодичнi, хаотичнi, ге-
тероклiнiчнi та гомоклiнiчнi розв’язки. Залежно вiд сiдлової величини гомоклiнiчнi петлi
зазнають бiфуркацiй з утворенням перiодичних режимiв, багатообхiдних петель або хаотич-
них атракторiв. Причиною iснування рiзноманiтних хвильових режимiв є нерiвноважнiсть
середовища, яка вiдображена в динамiчному рiвняннi стану моделi (1).
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Член-корреспондент НАН Украины В.А. Даниленко, С.И. Скуратовский

Солитоноподобные волны в неравновесных средах

Исследуются волновые решения математической модели неравновесной среды, которая пред-

ставляет собой одномерную систему уравнений гидродинамики, замкнутую нелокальным

уравнением состояния. С помощью методов качественного анализа показано, что динами-

ческая система, описывающая волновые решения модели, имеет гомоклинические решения

шильниковского типа, в окрестности которых возникают периодические и хаотические ат-

тракторы или многообходные гомоклинические петли при изменении параметров модели.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine V.A. Danylenko, S. I. Skurativskyy

Soliton-like waves in noneqilibrium media

The article deals with the wave solutions to a mathematical model for nonequilibrium media, which

is a one-dimensional system of hydrodynamical equations closed by the nonlocal dynamical equation

of state. Using the methods of qualitative analysis, it is shown that the dynamical system describing

the wave solutions of the model possesses homoclinic solutions of the Shilnikov type. In a vicinity of

these trajectories, the periodic and chaotic attractors or multi-circuit homoclinic loops are appear,

when the parameters of the model are varied.
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