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Знайдено новi точнi розв’язки функцiонально-диференцiального рiвняння, яке описує пе-
ренос механiчного збурення в одновимiрному вертикальному гранульованому ланцюжку
iз нелiнiйними контактами. Лiнеаризоване у наближеннi слабкої неоднорiдностi рiв-
няння руху iмпульсу вiдноситься до класу функцiонально-диференцiальних i, як показа-
но в роботi, у всiх внутрiшнiх точках системи iз лiнiйними взаємодiями має точний
розв’язок у виглядi цилiндричних функцiй Бесселя першого роду. Показано, що у суцiль-
них границях рiвняння задовольняє солiтоноподiбний розв’язок. Знайденi класи точних
розв’язкiв доповнюють вiдомi результати про динамiку збурень у гранульованих лан-
цюжках та можуть бути корисними для задач параметризацiї експериментальних
даних з вивчення динамiки переносу механiчних збуджень у низьковимiрних гранульо-
ваних системах.

Поширення хвиль у нелiнiйних системах вивчається протягом тривалого часу i резуль-
тати дослiджень детально висвiтленi у численних лiтературних джерелах (див., наприк-
лад, [1, 2]). Останнiм часом iнтерес до дослiдження руху хвиль у дискретних мiкромеха-
нiчних системах зростає у зв’язку з новими результатами, отриманими в експериментах
з гранульованими ланцюжками. В серiї робiт рух iмпульсу у таких системах вивчався екс-
периментально, чисельно i теоретично [3–10]. Так, наприклад, у [5] методом чисельного
моделювання показано, що динамiка хвильового руху iмпульсу, який рухається вздовж
гранульованого ланцюжка з нелiнiйними контактами у зовнiшньому гравiтацiйному полi
описується розв’язками типу дисперсiйних хвиль (нормальнi моди).

Iснування розв’язкiв несолiтонного типу, iстотно доповнює вiдомi нелiнiйнi хвильовi ме-
ханiзми передачi енергiї [5, 11]. В нашiй роботi у наближеннi слабкої неоднорiдностi зна-
йдено новi (порiвняно з ранiше вiдомими) класи точних розв’язкiв рiвняння руху меха-
нiчного iмпульсу у вертикальному гранульованому ланцюжку, якi, зокрема, визначаються
в термiнах функцiй Бесселя першого роду, а також, у суцiльнiй границi, функцiями со-
лiтоноподiбного типу. Знайденi типи розв’язкiв вiдкривають перспективи вiдповiдних но-
вих експериментiв з оптимiзацiї передачi енергiї (iмпульсу) в дискретних слабонелiнiйних,
низьковимiрних гранульованих системах.
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Рис. 1. Вертикальний гранульований ланцюжок у гравiтацiйному полi

Функцiонально-диференцiальне рiвняння руху i його розв’язок. Розглянемо
рiвняння руху для функцiї змiщення n-ї частинки zn, яке вiдповiдає поширенню iмпульсу
у вертикальному гранульованому ланцюжку, схематично зображеному на рис. 1,

d2zn
dt2

= γ{[d− (zn − zn−1)]
δ − [d− (zn+1 − zn)]

δ}+ g, (1)

де γ = C/m; m — маса окремої частинки-гранули; d — дiаметр недеформованої частинки;
C = E

√
d/(3(1− ν2)) — силова константа; E — модуль Юнга; ν — константа Пуассона [12].

Параметр нелiнiйностi контакту δ може набувати рiзних значень. Наприклад, у разi мiж-
частинкових контактiв герцевського типу вiн дорiвнює δ = 3/2.

Нехтуючи роллю, яку вiдiграють дисипативнi ефекти (вони можуть бути значними при
збiльшеннi iнтенсивностi збурень), зауважимо, що нелiнiйна взаємна деформацiя контак-
туючих частинок для ланцюжка, розташованого горизонтально, може вважатися однако-
вою для будь-якої пари сусiднiх частинок. Навпаки, у разi вертикально розташованого лан-
цюжка (завдяки впливу гравiтацiйного поля) вона має залежати вiд положення (номера)
контакту.

Введемо нову змiнну ϕn за таким правилом:

ϕn = zn −
[
nd−

n∑

k=1

εk

]
, (2)

де εk — геометричний фактор, який залежить вiд параметрiв, що характеризують пере-
криття пари сусiднiх частинок.

Якщо вибрати умову рiвноваги у найпростiшому виглядi

gk = γεδk. (3)
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то, враховуючи (3), (4), а також використовуючи припущення слабкої неоднорiдностi у ви-
глядi

|ϕk+1 − ϕk| < εk, (4)

керуюче рiвняння (1) можна наближено подати у формi

d2ϕn

dτ2
= κn+1(ϕn+1 − ϕn)− κn(ϕn − ϕn−1), (5)

де τ = t
√
κn(γ/g)

1/2δ , κn = n1−1/δ може бути iнтерпретована як перенормована силова
стала, яка внаслiдок гравiтацiйної прекомпресiї ланцюжка залежить вiд номера контакту
(частинки).

Зауважимо, що зроблене припущення про слабку неоднорiднiсть системи (4) зводить
природно неоднорiдне (внаслiдок присутностi гравiтацiї) рiвняння руху до однорiдної фор-
ми, яка є притаманною горизонтальнiй задачi, але iз силовими сталими, що залежать вiд
номера частинки (контакту).

Перепишемо рiвняння (5) у такiй формi:

d2ϕn

dT 2
=

κn+1

κn
ϕn+1 −

[
1 +

κn+1

κn

]
ϕn + ϕn−1, (6)

де T = t. Звернемо увагу на те, що в рiвняннi (6) коефiцiєнти при ϕn i ϕn+1 вже для n > 3
менш нiж на 10 вiдсоткiв вiдрiзняються вiд двiйки i одиницi, вiдповiдно. Зважаючи на цю
обставину i спрощуючи (6) з вищезгаданою мiрою точностi, отримуємо

d2ϕn

dT 2
= ϕn+1 − 2ϕn + ϕn−1. (7)

Функцiонально-диференцiальне рiвняння (7), яке у випадку однорiдного ланцюжка має
точний розв’язок у виглядi [14]

ϕn(τ) = CJ2n(2τ), (8)

який є справедливим для будь-якої внутрiшньої точки, крiм граничних, що обмежують
систему. Тут C — є стала значення якої визначається граничними умовами, J2n(2T ) —
функцiя Бесселя першого роду з цiлими iндексами.

Повертаючись до початкових змiнних, розв’язок (8) можна переписати так:

ϕn(t) = CJ2n

(
2
√

gδ

(
γ

g

)1/2δ

t

)
. (9)

Рiвняння (9) дозволяє вивчати вплив параметрiв системи на динамiку iмпульсiв (в межах
зроблених припущень) i вiдiграє роль матерiального спiввiдношення.

Користуючись отриманими розв’язками, неважко також знайти розв’язок рiвняння (7)
неоднорiдного ланцюжка, а також встановити рiвняння для визначення швидкостi.
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В асимптотичних границях розв’язок (8) поводиться у вiдповiдностi з такими апрокси-
мацiями [14]:

ϕn(T ) =





1

(2n)!
(T )2n, 0 <

√
2T <

√
n+

1

2
,

1√
πT

cos

(
2T − πn− π

4

)
, 2T ≫ 4n2 − 1

4
,

1

2
√
πn

(
eT

2n

)2n

, n ≫ T√
2
.

(10)

Розв’язок стацiонарної форми рiвняння (7)

ϕn+1 − 2ϕn + ϕn−1 = 0 (11)

належить до класу перiодичних функцiй

ϕn = A sin πn. (12)

Вiдповiдний потенцiал задачi Un(ϕn), як функцiя ϕn, має бути введено за допомогою
спiввiдношення:

−∂Un

∂ϕn
= ϕn+1 − 2ϕn + ϕn−1. (13)

Отриманi результати можуть бути корисними для iнтерпретацiї фiзичних експериментiв
з вивчення переносу енергiї механiчних збуджень в одновимiрнiй гранульованiй системi
з параметрами, наближеними до умов розглянутої задачi.

Рух iмпульсу збурення у континуальнiй границi. У випадку ланцюжкiв достат-
ньої довжини проходження iмпульсу крiзь систему може бути досить адекватно описано
у континуальному наближеннi. Повернемося до рiвняння (5). Приймаючи n → h; κn →
→ κ(h1−1/δ); κn+1 → κ((h + δh)1−1/δ); ϕn → ϕ(h); ϕn+1 → ϕ(h + δh), пiсля нескладних
манiпуляцiй отримуємо континуальну форму керуючого рiвняння

d2ϕ

dt̃2
=

∂

∂h
κ(h)

∂ϕ

∂h
, (14)

де h — глибина системи (аналог номера частинки); t̃ = aT — безвимiрний час. Як вiдомо,
лiнiйне рiвняння (14) має розв’язок у виглядi дисперсiйної хвилi, який детально проаналi-
зовано в [5]. Звернемо також увагу на те, що функцiї

ϕ(t̃) = At̃+B, ϕ(h) = −δB + eA/δ|h|1/δ (15)

є точними розв’язками рiвняння (14), якi залежать лише вiд t̃ або лише вiд h (тут A та B —
вiдповiднi сталi). Вкажемо тепер, що рiвняння (14) (крiм вище визначених) має ще один
точний розв’язок, який дається спiввiдношенням [15]

ϕ(h, t̃) = c1 + c2

[
k(t̃+ c3)

2 − k

(
2

η

)2

hη
]
−ξ/2η

, (16)
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де c1, c2 та c3 — константи; ξ = 1 − 1/δ та η = 1 + 1/δ, k = ±1. Для випадку системи
з герцевськими контактами маємо ξ = 1/3 та η = 5/3. Розв’язок (16) можна iнтерпре-
тувати як специфiчну солiтоноподiбну хвилю. Внаслiдок того, що швидкiсть v = dϕ/dt̃,
спiввiдношення для швидкостi за допомогою (16) може бути знайдено тривiально. Також
може бути визначений вiдповiдний потенцiал, який задовольняє спiввiдношення −∂U/∂ϕ =
= ∂/∂h[κ(h)∂ϕ/∂h]. Аналiз одержаних результатiв, у застосуваннi до визначення кiнетичної
(Ek = ϕ̇2/2) або повної (E = Ek +U) енергiї системи, показує, що вони обидвi не задоволь-
няють закон рiвнорозподiлу. Як наслiдок не вiдбувається внутрiшньої термалiзацiї системи.

На практицi iснує iнерцiйний зсув фаз, який роздiляє за фазою швидкiсть сигналу та
швидкiсть гранул. Внаслiдок того, що система не є термалiзованою, можна очiкувати, що
пiд час поширення iмпульсу вздовж системи одна або декiлька частинок можуть втрачати
контакти з рештою системи та переходити до стану балiстичного руху у промiжках мiж
послiдовними зiткненнями з сусiднiми гранулами. За спецiальних умов нерiвномiрний роз-
подiл енергiї може призвести до розподiлу системи на пiдсистеми, в яких гранули, зокрема,
можуть перебувати у станi балiстичного руху у полi тяжiння. Саме такi стани спостерiга-
лися в експериментах iз гранульованими ланцюжками [7].

Асимптотично вищезгаданий сценарiй термалiзацiї у моделi з нерiвномiрним розподi-
лом енергiї може призвести до формування станiв з мiнiмальним значенням повної енергiї.
Дослiдження таких квазiстацiонарних станiв та поведiнка системи в їх околi є важливим
напрямком як теоретичних, так i експериментальних дослiджень.

Таким чином, в роботi знайдено клас точних розв’язкiв лiнеарiзованого рiвняння руху
для механiчного iмпульсу у вертикальному гранульованому ланцюжку. Керуюче рiвняння,
яке пiсля лiнеарiзацiї набуває однорiдної форми з перенормованими силовими сталими, що,
у свою чергу, залежать вiд номера контакту, вiдноситься до класу функцiонально-диферен-
цiальних i iнтегрується точно. Вiдповiдний розв’язок знайдено в класi цилiндричних фун-
кцiй Бесселя першого роду. Вiн є справедливим у будь-якiй внутрiшнiй точцi системи. До-
вiльним граничним умовам вiдповiдає вiдповiдна лiнiйна комбiнацiя отриманих розв’язкiв.

У розглянутiй моделi спостерiгається скейлiнг. У континуальнiй границi розглянутої
задачi також знайдено новий точний розв’язок у виглядi солiтоноподiбної хвилi. Отрима-
нi результати iстотно доповнюють клас вiдомих точних розв’язкiв у виглядi дисперсiйних
хвиль та солiтонiв. Пiсля їх експериментальної перевiрки вони можуть сприяти розробцi
адекватних моделей для параметризацiї процесiв переносу енергiї (iмпульсу) в низьковимiр-
них, слабонеоднорiдних, мiкромеханiчних системах, прикладом яких, зокрема, виступають
гранульованi ланцюжки.
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К задаче о распространении импульса в неоднородной

гранулированной цепочке

В работе, в приближении слабой неоднородности, найдены точные решения дифференци-
ально-разностного уравнения в задаче о передаче импульса в вертикальной гранулированной
цепочке с нелинейными контактами, которое выражается с помощью функций Бесселя
первого рода. В континуальном приближении для управляющих уравнений также найдено
новое точное решение в виде функции солитоноподобного типа. Найденные классы точных
решений существенно дополняют известные решения типа дисперсионых мод, а также
солитонного типа (последние — в случае нелианеризованных уравнений движений). Полу-
ченные результаты свидетельствуют о том, что передача импульса в слабонеоднородных
гранулированных цепочках, не может быть описана с помощью универсального волнового
подхода.

О. I. Gerasymov, N. Vandewalle

On the exact solutions of the problem of impulsive propagation in an

inhomogeneous granular chain

A rigorous solution of the functional differential equation describing the signal propagation through
a vertical granular chain with nonlinear contacts has been found in the approximation of a weak
inhomogeneouty in the form of a Bessel function of the first order. The solution is valid at all points
inside of the system except for boundaries. The appropriate boundary conditions are satisfied by the
linear combinations of Bessel functions. The relevant scaling behavior is outlined. In the continuum
limit of the governing transport equation, a new rigorous solution in the form of soliton-like modes
has been also found. The obtained classes of analytical solutions are a significant supplement either
to the dispersive wave modes or to the soliton solution (in case of a nonlinearized form of the
transport equation), which has been reported for such a system earlier. The relevant experiments
directed to the experimental study of the discovered dynamics are discussed.
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