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Осуществлен спектральный анализ самосопряженного интегро-дифференциального опе-

ратора, который является одномерным возмущением оператора второй производной на

конечном интервале. Описан спектр этого оператора и решена обратная спектральная

задача, которая позволяет по двум спектрам найти соответствующее возмущение.

В данной работе изучаются прямая и обратная задачи для оператора −d/dx2+K, где K —
произвольный самосопряженный одномерный оператор.

1. Характеристическая функция. Обозначим через L0 действующий в пространстве
L2
(0,π) самосопряженный оператор

L0y(x) = −y′′(x), (1)

область определения которого состоит из дважды дифференцируемых функций, удовлетво-
ряющих краевым условиям y(0) = 0, y(π) = 0. Рассмотрим самосопряженный интегро-диф-
ференциальный оператор [1]

Ly(x) = L0y(x) + α〈y, v〉v = −y′′(x) + α

π∫

0

v(t)v(x)y(t) dt. (2)

Область определения оператора L совпадает с областью определения оператора L0, а α =
= ±1 и v(x) — комплекснозначная функция из L2

(0,π). Решение u(x, z) уравнения Lu = zu,
удовлетворяющее краевому условию u(0, z) = 0, имеет вид

u(x, z) = a(λ)
sin λx

λ
+ αb(λ)

x∫

0

sinλ(x− t)

λ
v(t) dt, (3)
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где z = λ2, a(λ) — произвольная функция от λ, а

b(λ) =

π∫

0

u(x, λ)v(x) dx. (4)

Умножив (3) на v(x) и проинтегрировав от 0 до π, получим

a(λ)
ṽ(λ)− ṽ(−λ)

2iλ
− b(λ)

(
1− α

π∫

0

x∫

0

sinλ(x− t)

λ
v(t)dtv(x) dx

)
= 0, (5)

где через

ṽ(λ) =

π∫

0

e−iλxv(x) dx (6)

обозначено преобразование Фурье функции v(x). Так как

π∫

0

x∫

0

sinλ(x− t)

λ
v(t)dtv(x) dx =

φ(λ)− φ(−λ)

2iλ
,

где

φ(λ) =

π∫

0

e−iλxv(x)

x∫

0

eiλtv(t) dtdx, (7)

то равенство (5) можно переписать так:

a(λ)
ṽ(λ)− ṽ(λ)

2iλ
−

b(λ)

2iλ
(2iλ− αφ(λ) + αφ(−λ)) = 0. (8)

Из краевого условия u(π, z) = 0 следует

a(λ)
sinπλ

λ
+ αb(λ)

π∫

0

sinλ(π − t)

λ
v(t) dt = 0. (9)

Система линейных уравнений (8), (9) относительно a(λ) и b(λ) имеет нетривиальное реше-
ние, если ее определитель

∆(λ) =
sinπλ

2iλ2
(2iλ − αφ(λ) + αφ(−λ)) + α

ṽ(λ)− ṽ(−λ)

2iλ

π∫

0

sinλ(π − t)

λ
v(t) dt (10)

равен нулю. Интегрируя по частям выражение φ(λ) (7), имеем

φ(λ) + φ(λ) = ṽ(λ)ṽ(λ). (11)
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С учетом (11) получим представление для ∆(λ) (10)

∆(λ) = −
eiλπ

4λ2
[2iλ+ α(φ(λ) + φ(−λ)− ṽ(λ)ṽ(−λ))] +

+
e−iλπ

4λ2
[2iλ + α(ṽ(−λ)ṽ(λ)− φ(−λ)− φ(λ))]. (12)

Если λ является нулем функции ∆(λ) (12), то z = λ2 есть собственное число оператора L (2).
Поэтому функцию ∆(λ) будем называть характеристической функцией оператора L (2).

2. Резольвента оператора L. Резольвента R(z) = (L − zI)−1 оператора L (2) выра-
жается через резольвенту R0(z) = (L0 − zI)−1 оператора L0 (1) формулой

R(z)f = R0(z)f − α
〈R0(z)f, v〉

1 + α〈R0(z)v, v〉
R0(z)v. (13)

Резольвента R0(λ
2) имеет вид [2]

(R0(λ
2)f)(x) =

1

λ sinπλ

{
sinλ(π − x)

x∫

0

sinλtf(t) dt+ sinλx

π∫

x

sinλ(π − t)f(t) dt

}
. (14)

Используя (13) и опуская выкладки, можно доказать формулу

∆(λ) =
sinπλ

λ
(1 + α〈R0(λ

2)v, v〉). (15)

Из соотношения (15) следует, что ∆(λ) (12) является целой функцией экспоненциального
типа, который равен π. Для этого следует заметить, что (sinπλ)/λ имеет экспоненциальный
тип π, выражение |((sin πλ)/λ)〈R0(λ

2)v, v〉| ограничено на R, а на любой окружности CR =
= {λ : |λ| = R} оценивается сверху aeπR (где a — константа).

Спектр оператора L0 (1) дискретен, σ0 = {n2 : n ∈ N}, а его ортонормированные соб-
ственные функции равны un(x) =

√
2/π sinnx. Отсюда вытекает

1 + α〈R0(z)v, v〉 = 1 + α
∑

k

|vk|
2

k2 − z
, (16)

где vk = 〈v, uk〉 — синус-коэффициенты Фурье функции v(x). C учетом (15), (16) получим
утверждение.

Лемма 1. Для характеристической функции ∆(λ) (12) справедливо представление

sinλπ

λ

(
1 + α

∑

k

|vk|
2

k2 − λ2

)
= ∆(λ), (17)

где vk — синус-коэффициенты Фурье функции v(x).
3. Обратная задача. Обозначим через Λ = {λk} множество нулей функции ∆(λ) (12).

Используя разложение в бесконечное произведение [3] целой функции экспоненциального
типа ∆(λ) и sinλπ, запишем формулу (17) в виде

1 + α
∑

k

|vk|
2

k2 − λ2
= −

C

4π

∏

λk∈Λ

(
1−

λ2

λ2
k

)

∏

k∈N

(
1−

λ2

k2

) , (18)
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где C — константа. а произведение в числителе берется с учетом кратности корней λk.
Подставив в (18) λ2 = iy и устремив y к бесконечности, найдем C = −4π

∏
k

(λk/k)
2. После

вычисления вычета в обеих частях равенства (18) в точке λ = n и с учетом найденного
значения C имеем

α|vn|
2 = (λ2

n − n2)
∏

k 6=n

λ2
k − n2

k2 − n2
. (19)

Отсюда следует
Теорема 1. По спектру σ(L) = {λ2

n} оператора L (2) (с учетом кратностей λ2
n) одно-

значно восстанавливаются число α (= ±1) и квадраты модулей |vn|
2 синус-коэффициен-

тов Фурье vn функции v(x).
Пусть

vϕ(x) =
∑

k

|vk|e
iϕkuk(x), (20)

где ϕk — произвольные числа из [0, 2π] (k ∈ N). Из теоремы 1 следует, что оператор Lϕ

вида (2), у которого α такое же, как у L (2), а vϕ(x) равна (20), имеет спектр, совпадающий
со спектром L: σ(Lϕ) = σ(L). Укажем способ однозначного нахождения v(x). Рассмотрим
операторы L± вида (2), у которых α± = α и

v±(x) = v(x)± h(x), (21)

где h(x) вещественна и принадлежит L2
(0,π). Из теоремы 1 вытекает, что по спектрам σ(L−)

и σ(L+) мы можем найти

|v+(n)|
2 = |vn|

2 + 2Re vnhn + |hn|
2,

|v−(n)|
2 = |vn|

2 − 2Re vnhn + |hn|
2,

(22)

где v±(n) и hn — синус-коэффициенты Фурье-функций v±(x) (21) и h(x). В случае веще-
ственности v(x) из системы уравнений (22) мы однозначно находим числа vn, в предполо-
жении, что коэффициенты Фурье hn заданной функции h(x) отличны от нуля. В частности,

если h(x) = x, то hn =
π

n
(−1)n+1 и из (22) получим 4πvn = n(−1)n+1(|v+(n)|

2 − |v−(n)|)
2.

Теорема 2. Пусть заданы два оператора L+ и L− вида (2), у которых α± = α (= ±1),
функция v(x) вещественна, а v±(x) заданы формулами (21), где h(x) — известная вещест-
венная функция из L2

(0,π) с ненулевыми синус-коэффициентами Фурье. Тогда по спектрам
σ(L+), σ(L−) (с учетом их кратностей) операторов L+, L− функция v(x) определяется
единственным образом.

В случае комплекснозначности v(x) наряду с L+ и L− следует также рассмотреть опе-
ратор Li вида (2), у которого αi = α, а

vi(x) = v(x) + ih(x), (23)

где h(x) вещественна и совпадает с h(x) в (21). Тогда по спектру σ(Li) в силу теоремы 1
найдем

|vi(n)|
2 = |vn|

2 + 2 Im vn · hn + |hn|
2. (24)

10 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2012, №8



Из (22), (24) вытекает, что по спектрам σ(L+), σ(L−), σ(Li) операторов L+, L−, Li

вида (2), где α+ = α− = αi = α (= ±1), а v±(x) и vi(x) заданы формулами (21), (23), одно-
значно находится функция v(x), при условии, что h(x) — известная вещественная функция
из L2

(0,π) с ненулевыми синус-коэффициентами Фурье.
4. Спектр оператора L. Использовав формулу (11) и представление (12) для ∆(λ),

получим

∆(n) =
(−1)n+1α

n2
|vn|

2. (25)

Из (17) следует, что нули λk функции ∆(λ) принадлежат: либо нулям (sinπλ)/λ; либо нулям
функции 1 + α〈R0(λ

2)v, v〉; либо являются нулями (sinπλ)/λ и 1 + α〈R0(λ
2)v, v〉 одновре-

менно. С учетом (25) имеем, что λn = n ∈ N в том и только в том случае, если vn = 0.
Обозначим через N1 подмножество из N,

N1 = {n ∈ N : vn = 0}. (26)

Пусть N2 = N\N1 = {n ∈ N : vn 6= 0}. Из (16) следует, что нули µk функции 1+α〈R0(z)v, v〉
вещественные, простые и перемежаются с числами n2, где n2 ∈ N2. Определим множества

σ1 = {λ2
k : λ

2
k = n2, n ∈ N1;n 6= µk∀ k},

σ2 = {λ2
k = µk : ∃n ∈ N1, µk = n},

σ3 = {λ2
k = µk : µk 6= n,∀n ∈ N1},

(27)

тогда спектр оператора L (2) представляет собой объединение непересекающихся множеств,

σ(L) = σ1
⋃

σ2
⋃

σ3. (28)

Спектр, отвечающий σ1 и σ3, простой, а соответствующие функции оператора L равны

u(x, λn) = sinλnx (λn ∈ σ1),

û(x, λn) =
∑

k∈N2

vk
k2 − λ2

n

sin kx (λn ∈ σ3).
(29)

Компоненте σ2 (27) отвечает двукратный спектр, при этом собственные функции u(x, λn)
и û(x, λn) имеют вид (29), где λn ∈ σ2.
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В.О. Золотарьов

Обернена задача для оператора Штурма–Лiувiлля з нелокальним

потенцiалом

Здiйснено спектральний аналiз самоспряженого iнтегро-диференцiального оператора, який

є одновимiрним збуренням оператора другої похiдної на скiнченному iнтервалi. Описано

спектр цього оператора та розв’язано обернену спектральну задачу, що дозволяє по двох

спектрах знайти вiдповiдне збурення.

V.A. Zolotarev

An inverse problem for the Sturm–Liouville operator with non-local

potential

Spectral analysis of a self-adjoint integro-differential operator, which is a one-dimensional pertur-

bation of the second derivative operator on a finite interval, is realized. Spectrum of this operator is

described, and the inverse spectral problem is solved allowing us to find the corresponding pertur-

bation from two spectra.
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