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Наближене обчислення коефiцiєнтiв Фур’є функцiй

трьох змiнних з використанням сплайн-iнтерфлетацiї

на класi диференцiйовних функцiй

(Представлено академiком НАН України I. В. Сергiєнком)

Дослiджуються кубатурнi формули обчислення коефiцiєнтiв Фур’є функцiй трьох змiн-

них з використанням сплайн-iнтерфлетацiї на класi диференцiйовних функцiй. Iнфор-

мацiю про функцiю задано її слiдами на системi взаємно перпендикулярних площин,

лiнiй та значеннями функцiї у вузлових точках. Отримано оцiнки похибки кубатурних

формул.

Сучаснi задачi цифрової обробки сигналiв потребують розв’язку за допомогою iнформацiй-
них операторiв рiзних типiв. Це пов’язано з тим, що як данi можуть виступати значення
функцiї у вузлових точках, слiди функцiї на лiнiях або площинах, iнтеграли вiд наближу-
ваної функцiї вздовж вибраної системи лiнiй або площин, що перетинають дослiджуваний
об’єкт. Ефективним у розв’язаннi таких задач став апарат iнтерлiнацiї та iнтерфлетацiї
функцiй [1]. Зокрема, в [2] викладено загальний пiдхiд до побудови операторiв фiнiтно-
го тривимiрного дискретно-неперервного перетворення Фур’є на основi методу Файлона,
трилiнiйних сплайнiв (лiнiйних за кожною змiнною) та сплайн-iнтерфлетацiї на класi ди-
ференцiйовних функцiй у випадку, коли задано значення функцiї у вузлах. В [3, 4] наведено
алгоритм для отримання бiльш точної оцiнки похибки наближення 3D коефiцiєнтiв Фур’є
кубатурними формулами, що в своїй побудовi використовують оператори сплайн-iнтерфле-
тацiї.

Метою даної роботи є наведення та дослiдження кубатурних формул наближеного об-
числення 3D коефiцiєнтiв Фур’є у випадках, коли як данi задано значення функцiї у вузлах,
слiди функцiї на системi взаємно перпендикулярних лiнiй, системi взаємно перпендикуляр-
них площин на класi дiйсних функцiй трьох змiнних, визначених на G = [0, 1]3 i таких,
що |f (r,0,0)(x, y, z)| 6 M , |f (0,r,0)(x, y, z)| 6 M , |f (0,0,r)(x, y, z)| 6 M , |f (r,r,0)(x, y, z)| 6 M ,

|f (r,0,r)(x, y, z)| 6 M , |f (0,r,r)(x, y, z)| 6 M , |f (r,r,r)(x, y, z)| 6 M̃ , r = 1, 2. Для досягнення
мети поставлено таку задачу: побудувати кубатурнi формули наближеного обчислення 3D
коефiцiєнтiв Фур’є, зокрема для

I31 (m,n, p) =

1∫

0

1∫

0

1∫

0

f(x, y, z) sin 2πmx sin 2πny sin 2πpzdxdydz,

на основi сплайн-iнтерфлетацiї функцiй у випадку рiзних iнформацiйних операторiв; отри-
мати оцiнку похибки наближення запропонованих кубатурних формул.

Введемо позначення

h10(x) =

{ x− x1
−∆

, x0 6 x < x1,

0, x > x1,
h1ℓ(x) =





0, x 6 xℓ−1,

x− xℓ−1

∆
, xℓ−1 < x 6 xℓ,
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h1k(x) =





0, x 6 xk−1,

x− xk−1

∆
, xk−1 < x < xk,

x− xk+1

−∆
, xk 6 x < xk+1,

0, x > xk+1,

k = 1, ℓ− 1, xk = k∆, ∆ =
1

ℓ
,

h̃10(x) =





x− x̃1
−∆1

, x̃0 6 x < x̃1,

0, x > x̃1,
h̃1ℓ3/2(x) =





0, x 6 x̃ℓ3/2−1,

x− x̃ℓ3/2−1

∆
, x̃ℓ3/2−1 < x 6 x̃ℓ3/2 ,

h̃
1k̃
(x) =





0, x 6 x̃
k̃−1

,

x− x̃
k̃−1

∆1
, x̃

k̃−1
< x < x̃

k̃
,

x− x̃
k̃+1

−∆1
, x̃

k̃
6 x < x̃

k̃+1
,

0, x > x̃
k̃+1

,

k̃ = 1, ℓ3/2 − 1, x̃
k̃
= k̃∆1, ∆1 =

1

ℓ3/2
,

h10(x) =





x− x1
−∆2

, x0 6 x < x1,

0, x > x1,
h1ℓ3(x) =





0, x 6 xℓ3−1,

x− xℓ3−1

∆2
, xℓ3−1 < x 6 xℓ3 ,

h1k(x) =





0, x 6 xk−1,

x− xk−1

∆2
, xk−1 < x < xk,

x− xk+1

−∆2
, xk 6 x < xk+1,

0, x > xk+1,

k = 1, ℓ3 − 1, xk = k∆2, ∆2 =
1

ℓ3
.

Аналогiчно визначаються функцiї

1) h2j(y), j = 0, ℓ, h3s(z), s = 0, ℓ, yj = j∆, zs = s∆, ∆ = 1/ℓ;

2) h̃2j̃(y) j̃ = 0, ℓ3/2, h̃3s̃(z), s̃ = 0, ℓ3/2, ỹj̃ = j̃∆1, z̃s̃ = j̃∆1, ∆1 = 1/ℓ3/2;

3) h2j(y) j = 0, ℓ3, h3s(z), s = 0, ℓ3, yj = j∆2, zs = s∆2, ∆2 = 1/ℓ3.

Розглянемо оператори

O1f(x, y, z) =
ℓ∑

k=0

f(xk, y, z)h1k(x), O2f(x, y, z) =
ℓ∑

j=0

f(x, yj, z)h2j(y),

O3f(x, y, z) =
ℓ∑

s=0

f(x, y, zs)h3s(z), Õ1f(x, y, z) =
ℓ3/2∑

k̃=0

f(x̃
k̃
, y, z)h

1k̃
(x),

Õ2f(x, y, z) =
ℓ3/2∑

j̃=0

f(x, ỹj̃, z)h̃2j̃(y), Õ3f(x, y, z) =
ℓ3/2∑

s̃=0

f(x, y, z̃s̃)h̃3s̃(z),
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O1f(x, y, z) =

ℓ3∑

k=0

f(xk, y, z)h1k(x), O2f(x, y, z) =

ℓ3∑

j=0

f(x, yj , z)h2j(y),

O3f(x, y, z) =
ℓ3∑

s=0

f(x, y, zs)h3s(z).

Означення 1. Пiд слiдом функцiї f(x, y, z) на лiнiях розумiємо

f(xk, yj , z), 0 6 z 6 1, f(xk, y, zs), 0 6 y 6 1, f(x, yj , zs), 0 6 x 6 1.

Означення 2. Пiд слiдом функцiї f(x, y, z) на площинах розумiємо

f(xk, y, z), 0 6 y 6 1, 0 6 z 6 1, f(x, yj, z), 0 6 x 6 1, 0 6 z 6 1,

f(x, y, zs), 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1.

Лема 1 [1]. Оператор сплайн-iнтерфлетацiї

Of(x, y, z) = O1f(x, y, z) +O2f(x, y, z) +O3f(x, y, z)−O1O2f(x, y, z)−

−O2O3f(x, y, z)−O1O3f(x, y, z) +O1O2O3f(x, y, z)

має властивiсть |f(x, y, z) − Of(x, y, z)| = O(1/ℓ3r).
Лема 2 [1]. Оператор сплайн-iнтерлiнацiї, побудований на основi iнтерфлетацiї

Õf(x, y, z) = O1Õ2f(x, y, z) +O1Õ3f(x, y, z)−O1Õ2Õ3f(x, y, z) +O2Õ1f(x, y, z) +

+O2Õ3f(x, y, z)−O2Õ1Õ3f(x, y, z) +O3Õ1f(x, y, z) +O3Õ2f(x, y, z)−

−O3Õ1Õ2f(x, y, z)−O1O2f(x, y, z)−O1O3f(x, y, z)−O2O3f(x, y, z) +

+O1O2O3f(x, y, z),

має властивiсть |f(x, y, z) − Õf(x, y, z)| = O(1/ℓ3r).
Лема 3 [1]. Оператор сплайн-iнтерполяцiї, побудований на основi iнтерфлетацiї

Of(x, y, z) = O1Õ2O3f(x, y, z) +O1Õ3O2f(x, y, z) −O1Õ2Õ3f(x, y, z) +

+O2Õ1O3f(x, y, z) +O2Õ3O1f(x, y, z)−O2Õ1Õ3f(x, y, z) +O3Õ1O2f(x, y, z) +

+O3Õ2O1f(x, y, z)−O3Õ1Õ2f(x, y, z)−O1O2O3f(x, y, z)−O1O3O2f(x, y, z)−

−O2O3O1f(x, y, z) +O1O2O3f(x, y, z),

має властивiсть |f(x, y, z) − Of(x, y, z)| = O(1/ℓ3r).
Нехай

G1k(x, ξ, r) =





xk+1 − x

xk+1 − xk

(xk − ξ)r−1

(r − 1)!
, xk < ξ < x,

xk − x

xk+1 − xk

(xk+1 − ξ)r−1

(r − 1)!
, x < ξ < xk+1,
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G̃
1k̃
(x, ξ, r) =





x̃
k̃+1

− x

x̃
k̃+1

− x̃
k̃

(x̃
k̃
− ξ)r−1

(r − 1)!
, x̃

k̃
< ξ < x,

x̃
k̃
− x

x̃
k̃+1

− x̃
k̃

(xk+1 − ξ)r−1

(r − 1)!
, x < ξ < x̃

k̃+1
,

G1k(x, ξ, r) =





xk+1 − x

xk+1 − xk

(xk − ξ)r−1

(r − 1)!
, xk < ξ < x,

xk − x

xk+1 − xk

(xk+1 − ξ)r−1

(r − 1)!
, x < ξ < xk+1,

а функцiї G2j(y, η, r), G̃2j̃(y, η, r), G2j(y, η, r), G3s(z, ς, r), G̃3s̃(z, ς, r), G3s(z, ς, r), r = 1, 2,
визначаються аналогiчно.

Лема 4 [1]. Справедливi такi рiвностi:

1) f(x, y, z)−Of(x, y, z) =

=

xk+1∫

xk

yj+1∫

yj

zs+1∫

zs

f (r,r,r)(ξ, η, ς)G1k(x, ξ, r)G2j(y, η, r)G3s(x, ς, r)dξdηdζ;

2) (O1 −O1Õ2 −O1Õ3 +O1Õ2Õ3)f(x, y, z) =

=

ỹ
j̃+1∫

ỹ
j̃

z̃s̃+1∫

z̃s̃

f (0,r,r)(xk, η, ζ)G̃2
j̃
(y, η, r)G̃3s̃(z, ζ, r)dηdζ;

3) (O1O2 −O1O2O3)f(x, y, z) =

x
k+1∫

x
k

f (r,0,0)(ξ, yj , z̃s̃)G1k(x, ξ, r)dξ.

Лема 5 [5]. Справедливi такi нерiвностi:

xk+1∫

xk

xk+1∫

xk

|G1(x, ξ, r)|dξdx 6
2∆r+1

(r + 2)!
,

yj+1∫

yj

yj+1∫

yj

|G2j(y, η, r)|dηdy 6
2∆r+1

(r + 2)!
,

zs+1∫

zs

zs+1∫

zs

|G3s(z, ς, r)|dςdz 6
2∆r+1

(r + 2)!
.

Для обчислення iнтегралу I31 (m,n, p) у випадку, коли вiдомi слiди функцiї на системi
перпендикулярних площин, пропонується формула

Φ3
1(m,n, p) =

1∫

0

1∫

0

1∫

0

Of(x, y, z) sin 2πmx sin 2πny sin 2πpzdxdydz.
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Теорема 1. Для кубатурної формули Φ3
1(m,n, p) обчислення I31 (m,n, p) справедлива

оцiнка

|I31 (m,n, p)− Φ3
1(m,n, p)| 6

8M̃

[(r + 2)!]3ℓ3r
.

Якщо ж вiдомi слiди функцiї на системi взаємно перпендикулярних лiнiй, то для обчис-
лення iнтегралy I31 (m,n, p) слiд використовувати формулу

Φ̃3
1(m,n, p) =

1∫

0

1∫

0

1∫

0

Õf(x, y, z) sin 2πmx sin 2πny sin 2πpzdxdydz.

Теорема 2. Для кубатурної формули Φ̃3
1(m,n, p) обчислення I31 (m,n, p) справедлива та-

ка оцiнка:

|I31 (m,n, p)− Φ̃3
1(m,n, p)| 6

(
8M̃

[(r + 2)!]3
+

12M

[(r + 2)!]2

)
1

ℓ3r
.

У випадку, коли вiдомi значеннях функцiї у вузлах, для обчислення iнтегралу I31 (m,n, p)
побудовано формулу

Φ3
1(m,n, p) =

1∫

0

1∫

0

1∫

0

Of(x, y, z) sin 2πmx sin 2πny sin 2πpzdxdydz.

Теорема 3. Для кубатурної формули Φ3
1(m,n, p) обчислення I31 (m,n, p) справедлива

оцiнка

|I31 (m,n, p)− Φ3
1(m,n, p)| 6

(
8M̃

[(r + 2)!]3
+

12M

[(r + 2)!]2
+

18M

(r + 2)!

)
1

ℓ3r
.

Таким чином, в роботi пропонуються та дослiджуються кубатурнi формули обчислен-
ня 3D коефiцiєнтiв Фур’є з використанням операторiв сплайн-iнтерфлетацiї на деякому кла-
сi диференцiйовних функцiй. Iнформацiю про функцiю задано слiдами на системi взаємно
перпендикулярних площин, слiдами на системi взаємно перпендикулярних лiнiй та значен-
нями функцiї у вузлових точках. У всiх випадках одержано оцiнку похибки наближення 3D
коефiцiєнтiв Фур’є кубатурними формулами. Питання якостi кубатурних формул, тобто чи
побудованi кубатурнi формули є оптимальними або близькими до них, буде наступним ета-
пом дослiджень.
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Приближенное вычисление коэффициентов Фурье функций трех

переменных с использованием сплайн-интерфлетации на классе

дифференцированных функций

Исследуются кубатурные формулы вычисления коэффициентов Фурье функций трех пере-

менных с использованием сплайн-интерфлетации на классе дифференцируемых функций.

Информация о функции задана ее следами на системе взаимно перпендикулярных плоскос-

тей и линий и значениями функции в узловых точках. Получены оценки погрешности ку-

батурных формул.

O.N. Lytvyn, O.P. Nechuiviter

The approximate calculation of 3D Fourier coefficients of the functions

of three variables by using the spline-interflatation on a class of

differentiable functions

With the use of the spline-interflatation on a class of differentiable functions, the cubature formulas

for Fourier coefficients of the functions of three variables are studied. The information about a func-

tion is set by its traces on a system of mutually perpendicular planes and lines, as well as by the

values of the function at knots. The estimates of errors of the cubature formulas are obtained.
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