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Якiсне та чисельне дослiдження сингулярного

керування конвективною дифузiєю сумiшi радiоiзотопiв

Розглянуто задачу оптимального керування переносом сумiшi радiоiзотопiв. Доведено

iснування i єдинiсть оптимального керування, а також побудовано алгоритм розв’я-

зання вiдповiдної задачi оптимального керування.

В наш час у всьому свiтi iснує велика кiлькiсть могильникiв радiоактивних вiдходiв, але
питання математичного моделювання конвективної дифузiї сумiшi iзотопiв з урахуванням
явища фiлiацiї розкрите не повнiстю. В основних роботах на цю тему [1–4] дослiджено
iснування слабкого розв’язку нелiнiйної початково-крайової задачi, що описує перенос ра-
дiоактивних речовин у пористому середовищi з урахуванням явища фiлiацiї. Водночас досi
не було розглянуто задачу про iдентифiкацiю координат i потужностi точкових джерел
забруднення.

Постановка задачi. Для того щоб перейти до задачi оптимального керування, розгля-
немо таку постановку:
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вiдповiднi матриця i вектор правих частин; δ(x) — δ-функцiя Дiрака. В цих позначеннях
стан системи задається крайовими умовами:

us(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, s = 1, . . . , Y , us(x, 0) = 0, s = 1, . . . , Y . (2)

Оператори дифузiйного переносу Du1
, Du2

, . . . ,DuY
є самоспряженими i додатно визначе-

ними в просторi Ω: Ds = D∗
s > k0E, s = 1, . . . , Y , де Е — тотожний оператор.

Оператори конвективного переносу Cu1
, Cu2

, . . . , CuY
є кососиметричними, тобто C∗

s =
= −Cs, s = 1, . . . , Y в L2(Q).

Припускаючи середовище нестискненим, маємо:

2
∑

i=1

(asi(x))xi
= 0, s = 1, . . . , Y .

Точки x = rp, p = 1, . . . , E, E ∈ N визначають положення джерел, потужностi яких (фун-
кцiї qps(t), s = 1, . . . , Y , p = 1, . . . , E) невiдомi. Додаткова iнформацiя iнтерпретується як
усереднення вимiрювання U(x, t) в околi деяких окремих точок zm ∈ Ω, m = 1, 2, . . . ,M .
З урахуванням похибки вимiрiв маємо:
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, m = 1, 2, . . . ,M. (3)

Для дослiдження в просторах H та L2(Q) введемо скалярний добуток i такi норми:
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та розглянемо простори HK та (L2(Q))K вектор-функцiй U = (u1, u2, . . . , uK) та HK×M

i (L2(Q))K×M матриць-функцiй U =
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, де uk та umk належать H та L2(Q)

вiдповiдно, i введемо скалярний добуток i норми:
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‖U‖2HK×M (Q) =

∫

Q
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Аналогiчно для спряженої задачi вводяться простори HK
+ та H+.

За парами H, L2(Q) та H+, L2(Q) побудуємо негативнi простори (H)∗ та (H+)
∗, а за

парами HK , (L2(Q))K та HK
+ , (L2(Q))K — негативнi простори (H+)

∗ та (HK
+ )∗, поповнюючи

L2(Q) та (L2(Q))K за нормами:
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u∈H
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.

Нехай керування qps належить гiльбертовому простору L2(Q). Необхiдно визначити
U(x, t) та потужностi невiдомих джерел WEY (t). Функцiонал вiзьмемо у виглядi:
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де gusm = χωsm/diamωsm, s = 1, . . . , Y , — ядро усереднення за областю ωsm; χωsm — iнди-
каторна функцiя; α > 0 — параметр регуляризацiї.

Визначимо функцiю χ ∈ (HY )∗ виразом

χ =
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де gu1m, gu2m, . . . , guY m — ядра усереднення вiдповiдних компонент вектора U в околi точки
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спостереження. Нехай ψ(t) ∈ (L2(0, T ))
Y така, що
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Значення α береться з урахуванням похибок вимiрiв (3). Оптимальне керування W опт

EY (t)
знаходиться за умови мiнiмiзацiї функцiонала (4):

Jα(W
опт

EY ) = min
W∈

EY
HE×Y

Jα(WEY ), (5)

а за розв’язок оберненої задачi вiзьмемо U(x, t) = U(x, t,W опт

EY ) i матрицю W опт

EY .
Позначимо через 〈·, ·〉Ω бiлiнiйну форму, побудовану розширенням скалярного добутку

в L2(Q) за неперервнiстю до бiлiнiйної форми на (H)∗×H, а через 〈·, ·〉YΩ — бiлiнiйну форму,
що побудована за просторами (H∗)Y та (H)Y , через 〈·, ·〉+ — бiлiнiйну форму, побудовану
розширенням скалярного добутку в L2(Q) за неперервнiстю до бiлiнiйної форми на (H+)

∗×
× H+.

Означення 1. U ∈ (L2(Q))Y називається слабким розв’язком системи (1)–(2), якщо

(U, V L∗)(L2(Q))Y = 〈F, V 〉Y+, ∀V ∈ (HY
+ ).

Розв’язок задачi оптимального керування. Оскiльки стан системи визначається
як розв’язок задачi (1)–(2) та справджуються вiдповiднi умови [6], iснує єдине оптимальне
керування системою (1)–(2).

При користуваннi iтерацiйними методами перехiд з k-ї на k+1-ту iтерацiю здiйснюється
таким чином.

1. Розв’язується задача для визначення cтану системи

LUk = FW k
EY , (6)

Uk(0) = 0. (7)

2. Визначається вiдповiдний спряжений стан системи
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T > t > 0, ψk(T ) = 0. (9)

3. Визначається нове наближення для iнтенсивностi джерел

W k+1
us

−W k
us

sk+1
ψus + αWus = 0, s = 1, . . . , Y . (10)

Таким чином, в данiй роботi розглянуто задачу оптимального керування конвективною
дифузiєю сумiшi радiоiзотопiв. Доведено iснування i єдинiсть розв’язку поставленої задачi.
Запропоновано алгоритм для використання чисельних методiв для знаходження розв’язку
даної задачi.
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