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Побудовано скейлiнгову границю Больцмана–Греда розв’язку задачi Кошi для немар-

ковського кiнетичного рiвняння Енскога системи твердих куль з дисипативною взає-

модiєю. Обгрунтовано кiнетичне рiвняння Больцмана та встановлено властивiсть по-

ширення хаосу для гранульованих газiв у одновимiрному просторi.

Однiєю з актуальних проблем сучасної математичної фiзики є математичне обгрунтування
нелiнiйних кiнетичних рiвнянь для м’якої конденсованої речовини, зокрема гранульованих
газiв i сипучих (гранульованих) середовищ [1, 2].

Оскiльки колективна поведiнка гранульованих газiв вiдрiзняється вiд статистичної по-
ведiнки звичайних газiв, то типовi властивостi таких систем моделюються за допомогою
системи твердих куль iз непружним розсiянням (дисипативною взаємодiєю) [3]. У сучас-
них працях з теорiї гранульованих газiв [2, 4, 5] в основу опису еволюцiї станiв твердих
куль з дисипативною взаємодiєю покладено апрiорi сформульованi кiнетичнi рiвняння ти-
пу Больцмана та Енскога.

Строгий метод обгрунтування таких кiнетичних рiвнянь полягає в побудовi скейлiн-
гової границi розв’язку задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББГКI [6, 7]. Вiдомо, що ди-
намiка одновимiрної системи пружно взаємодiючих твердих куль у скейлiнговiй границi
Больцмана–Греда є тривiальною (потiк Кнудсена) [6]. Але, як було встановлено в стат-
тi [8], кiнетична еволюцiя одновимiрної системи твердих куль, якi непружно розсiюються,
є нетривiальною i описується рiвнянням Больцмана для гранульованих газiв.

Зауважимо, що системi твердих куль в одновимiрному просторi властива типова колек-
тивна поведiнка гранульованих газiв. Строгий пiдхiд до опису одновимiрних гранульованих
газiв за допомогою рiвняння Больцмана розвинуто в роботi [9].

В статтi [10] було обгрунтовано немарковське кiнетичне рiвняння Енскога, яким еволю-
цiя станiв одновимiрних гранульованих газiв описується в еквiвалентний спосiб до iєрархiї
рiвнянь ББГКI для маргiнальних функцiй розподiлу. Мета даної роботи полягає в побудовi
скейлiнгової границi Больцмана–Греда розв’язку задачi Кошi для немарковського кiнетич-
ного рiвняння Енскога i обгрунтуваннi рiвняння Больцмана для систем частинок з дисипа-
тивною взаємодiєю в одновимiрному просторi.

Розглянемо одновимiрну систему iдентичних твердих куль (твердих стрижнiв) одини-
чної маси з дiаметром (довжиною) σ > 0. Кожна тверда куля характеризується фазовими
координатами (qi, vi) ≡ xi ∈ R× R, i > 1. У результатi непружного зiткнення в одновимiр-
ному просторi значення швидкостей твердих куль змiнюються в такий спосiб:

v∗i = vj + ε(vi − vj),

v∗j = vi − ε(vi − vj),
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де коефiцiєнт ε характеризує величину непружностi розсiяння (ε = (1− e)/2 ∈ [0, 1/2), e —
коефiцiєнт вiдновлення [3]). Вiдповiдно, значення швидкостей твердих куль до зiткнення
визначаються такими виразами:

v⋄i = vj +
ε

2ε − 1
(vi − vj), v⋄j = vi −

ε

2ε− 1
(vi − vj). (1)

Динамiка скiнченної кiлькостi твердих куль, якi непружно розсiюються, побудована в ро-
ботах [7, 9] i описується за допомогою напiвгрупи операторiв Sn(t, 1, . . . , n), яка визначена
майже скрiзь на фазовому просторi, як оператор зсуву вздовж фазових траєкторiй системи.
Спряжена напiвгрупа операторiв S∗

n(t, 1, . . . , n) визначається в сенсi функцiонала середнiх
значень спостережуваних системи [6]. Властивостi таких напiвгруп операторiв у вiдповiд-
них функцiональних просторах описано в [10].

Якщо початковий стан гранульованого газу в одновимiрному просторi описується в тер-
мiнах одночастинкової маргiнальної функцiї розподiлу, то при t > 0 еволюцiя всiх можли-
вих станiв може бути описана за допомогою задачi Кошi для немарковського кiнетичного
рiвняння Енскога [10]:

∂

∂t
F1(t, x1) = −v1

∂

∂q1
F1(t, x1) +

+

∞∫

0

dV V

(
1

(1− 2ε)2
F2(t, q1, v

⋄
1(v1, V ), q1 − ǫ, v⋄2(v1, V ) | F1(t))−

− F2(t, q1, v1, q1 − ǫ, v1 + V | F1(t))

)
+

+

∞∫

0

dV V

(
1

(1− 2ε)2
F2(t, q1, ṽ

⋄
1(v1, V ), q1 + ǫ, ṽ⋄2(v1, V ) | F1(t))−

− F2(t, q1, v1, q1 + ǫ, v1 − V | F1(t))

)
, (2)

F1(t, x1)|t=0 = F ǫ,0
1 (x1), (3)

де ǫ > 0 — скейлiнговий параметр (вiдношення дiаметра σ > 0 до середньої довжини
вiльного пробiгу твердої кулi) i для значень перетворених швидкостей твердих куль до
зiткнення використано такi позначення:

v⋄1(v1, V ) = v1 − V +
ε

2ε− 1
V, v⋄2(v1, V ) = v1 −

ε

2ε− 1
V,

та

ṽ⋄1(v1, V ) = v1 + V −
ε

2ε− 1
V, ṽ⋄2(v1, V ) = v1 +

ε

2ε− 1
V.

Структура iнтеграла зiткнень кiнетичного рiвняння (2) визначається у випадку s = 2 мар-
гiнальними функцiоналами стану Fs(t, x1, . . . , xs | F1(t)), s > 2, якi зображуються такими
рядами за добутками одночастинкової функцiї розподiлу F1(t) [10]:

Fs(t, x1, . . . , xs | F1(t)) =

∞∑

n=0

1

n!

∫

(R×R)n

dxs+1 . . . dxs+nV1+n(t, {Y },X \ Y )

s+n∏

i=1

F1(t, xi), (4)
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де {Y } — множина, яка складається з одного елемента Y ≡ (1, . . . , s), тобто |{Y }| = 1,
({Y },X \ Y ) ≡ ({Y }, s + 1, . . . , s + n) та твiрний еволюцiйний оператор (n + 1)-го порядку
V1+n(t), n > 0, визначається таким розкладом:

V1+n(t, {Y },X \ Y ) = n!

n∑

k=0

(−1)k
n∑

m1=1

· · ·

n−m1−···−mk−1∑

mk=1

1

(n−m1 − · · · −mk)!
×

× Â1+n−m1−···−mk
(t, {Y }, s + 1, . . . , s+ n−m1 − · · · −mk)×

×

k∏

j=1

mj∑

k
j
2=0

· · ·

k
j
n−m1−···−mj+s−1∑

k
j
n−m1−···−mj+s=0

1

(kjn−m1−···−mj+s − kjn−m1−···−mj+s+1)!
· · ·

· · ·
1

(kj1 − kj2)!
Â
1+k

j
n−m1−···−mj+s+1−ij

−k
j
n−m1−···−mj+s+2−ij

(t, ij , s+ n−m1 − · · · −

− · · · −mj + 1 + kjs+n−m1−···−mj+2−ij
, . . . , s + n−m1 − · · · −

− · · · −mj + kjs+n−m1−···−mj+1−ij
), s > 2, n > 0. (5)

У виразi (5) оператор Â1+n(t) — кумулянт розсiяння:

Â1+n(t, {Y },X \ Y )
.
= A1+n(t, {Y },X \ Y )X

R(s+n)\Ws+n

s+n∏

i=1

A
−1
1 (t, i), (6)

який визначається кумулянтом (n+1)-го порядку напiвгруп операторiв системи скiнченної
кiлькостi твердих куль S∗

n(t):

A1+n(t, {Y },X \ Y ) =
∑

P : ({Y },X\Y )=
⋃

iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏

Xi⊂P

S∗
|θ(Xi)|

(t, θ(Xi)), (7)

де
∑
P

— сума за усiма можливими розбиттями P множини ({Y },X\Y ) ≡ ({Y }, s+1, . . . , s+n)

на |P| непорожнiх пiдмножин Xi ∈ ({Y },X \ Y ), якi взаємно не перетинаються, та вiдобра-
ження декластеризацiї θ визначається згiдно з формулою θ({Y },X\Y )

.
= X. В означеннi (6)

також використано обернену напiвгрупу операторiв вiльного руху:

A
−1
1 (t, i)fs+n = S1(t, i)fs+n

.
= fs+n(x1, . . . , xi−1, qi + vit, vi, xi+1, . . . , xs+n),

та функцiю Хевiсайда XRs+n\Ws+n
дозволених конфiгурацiй системи s+ n твердих куль.

Якщо ‖F1(t)‖L1(R×R) < e−(3s+2), ряд (4) збiгається за нормою простору L1(Rs×(Rs\Ws))
для довiльного t ∈ R [10].

Типовi властивостi розв’язку немарковського рiвняння Енскога (2) визначаються влас-
тивостями твiрних еволюцiйних операторiв (5) iнтеграла зiткнень кiнетичного рiвняння.
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Розв’язок задачi Кошi для немарковського кiнетичного рiвняння Енскога (2), (3) у прос-
торi iнтегрованих функцiй iснує для довiльного t ∈ R

1 за умови ‖F 0
1 ‖L1(R3×R3) < e−1 та

зображується таким рядом [10]:

F ǫ
1 (t, x1) =

∞∑

n=0

1

n!

∫

(R×R)n

dx2 · · · dxn+1A1+n(t, 1, . . . , n+ 1)

n+1∏

i=1

F ǫ,0
1 (xi)XR(1+n)\W1+n

, (8)

де кумулянти напiвгруп операторiв A1+n(t), n > 0, визначаються формулою (7).
Нехай початковi одночастинковi маргiнальнi функцiї розподiлу задовольняють умову

|F ǫ,0
1 (x1)| 6 Ce−

β

2
v21 , (9)

де β > 0 — параметр, C < ∞ — деяка константа. Тодi кожен член ряду (8) iснує, для
скiнченного iнтервалу часу t ∈ (0,+t0) ряд (8) є рiвномiрно збiжним за x1 з довiльно-
го компакта, а функцiєю (8) визначається слабкий розв’язок немарковського кiнетичного
рiвняння Енскога (2). Доведення цього твердження грунтується на аналогах рiвнянь Дюа-
меля для кумулянтiв напiвгруп операторiв (7) та оцiнках, встановлених для ряду iтерацiй
iєрархiї рiвнянь ББГКI для твердих куль [6].

Встановимо асимптотичну поведiнку Больцмана–Греда розв’язку (8) немарковського
рiвняння Енскога для одновимiрного гранульованого газу (2). На скiнченому iнтервалi часу
t > 0 справедлива така гранична теорема Больцмана–Греда.

Теорема 1. Якщо початкова одночастинкова маргiнальна функцiя розподiлу F ǫ,0
1 за-

довольняє умову (9) та в сенсi слабкої збiжностi iснує границя

lim
ǫ→0

(F ǫ,0
1 (x1)− f0

1 (x1)) = 0,

то для скiнченного iнтервалу часу iснує границя Больцмана–Греда розв’язку (8) у сенсi
слабкої збiжностi

lim
ǫ→0

(F ǫ
1 (t, x1)− f1(t, x1)) = 0,

де гранична одночастинкова маргiнальна функцiя розподiлу визначається рiвномiрно збiж-
ним на довiльному компактi рядом

f1(t, x1) =
∞∑

n=0

1

n!

∫

(R×R)n

dx2 · · · dxn+1A
0
1+n(t, 1 . . . , n+ 1)

n+1∏

i=1

f0
1 (xi), (10)

де твiрний оператор A
0
1+n(t) визначається як кумулянт (n + 1)-го порядку спряжених

напiвгруп операторiв S∗,0
n (t), n > 1, системи точкових частинок з непружним розсiянням.

Зауважимо, що генератор напiвгрупи операторiв S∗,0
n (t) визначається таким оператором

(L∗,0
n fn)(x1, . . . , xn) = −

n∑

j=1

vj
∂

∂qj
fn(x1, . . . , xn) +

n∑

j1<j2=1

|vj2 − vj1 | ×

×

(
1

(1− 2ε)2
fn(x1, . . . , qj1 , v

⋄
j1
, . . . , qj2 , v

⋄
j2
, . . . , xn)− fn(x1, . . . , xn)

)
δ(qj1 − qj2),

де значення швидкостей до зiткнення v⋄, v⋄1 визначаються виразами (1).
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Якщо f0
1 задовольняє умову (9), то для t > 0 гранична одночастинкова функцiя роз-

подiлу, яка зображується рядом (10), є слабким розв’язком задачi Кошi для кiнетичного
рiвняння Больцмана одновимiрного гранульованого газу:

∂

∂t
f1(t, q, v) = −v

∂

∂q
f1(t, q, v) +

+

+∞∫

−∞

dv1|v −v1|

(
1

(1−2ε)2
f1(t, q, v

⋄)f1(t, q, v
⋄
1)−f1(t, q, v)f1(t, q, v1)

)
+

∞∑

n=1

I
(n)
0 ,

f1(t)|t=0 = f0
1 ,

(11)

де значення швидкостей до зiткнення v⋄, v⋄1 визначаються виразами (1) i залишок iнтеграла

зiткнень
∞∑
n=1

I
(n)
0 кiнетичного рiвняння (11) визначається такими виразами:

I
(n)
0 ≡

1

n!

∞∫

0

dV V

∫

(R×R)n

dx3 · · · dxn+2V1+n(t)

(
1

(1− 2ε)2
F1(t, q1, v

⋄
1(v1, V ))×

× F1(t, q1, v
⋄
2(v1, V ))− F1(t, q1, v1)F1(t, q1, v1 + V )

) n+2∏

i=3

F1(t, xi) +

+

∞∫

0

dV V

∫

(R×R)n

dx3 · · · dxn+2V1+n(t)

(
1

(1− 2ε)2
F1(t, q1, ṽ

⋄
1(v1, V ))×

× F1(t, q1, ṽ
⋄
2(v1, V ))− F1(t, q1, v1)F1(t, q1, v1 − V )

) n+2∏

i=3

F1(t, xi),

де твiрнi оператори V1+n(t) ≡ V1+n(t, {1, 2}, 3, . . . , n + 2), n > 0, зображуються розкла-
дами (5) за кумулянтами напiвгруп операторiв розсiяння одновимiрної системи точкових
частинок з непружним розсiянням, а саме

Ŝ0
n(t, 1, . . . , n)

.
= S∗,0

n (t, 1, . . . , n)

n∏

i=1

S∗,0
1 (t, i)−1, n > 2. (12)

З фiзичної точки зору розклад iнтеграла зiткнень та розв’язок (8) немарковського кiнетич-
ного рiвняння Енскога для гранульованого газу є розкладом за ступенями густини i, отже,

вираз
∞∑
n=1

I
(n)
0 з iнтеграла зiткнень рiвняння Больцмана (11) складається з поправок за

густиною до iнтеграла зiткнень рiвняння Больцмана одновимiрного гранульованого газу,
сформульованого з феноменологiчних мiркувань в роботi [8]. Вiдзначимо, що в границi
пружних зiткнень, тобто ε → 0, iнтеграл зiткнень рiвняння Больцмана (11) в одновимiрному
просторi тотожно дорiвнює нулю.

Усi можливi кореляцiї, якi виникають в процесi еволюцiї гранульованих газiв, описують-
ся маргiнальними функцiоналами стану (4), якi визначаються явно за допомогою розв’яз-

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №10 15



ку (8) немарковського кiнетичного рiвняння Енскога (2). Беручи до уваги iснування скей-
лiнгової границi (10) розв’язку немарковського кiнетичного рiвняння Енскога (2), для мар-
гiнальних функцiоналiв стану (4) справедливе таке твердження.

Теорема 2. За умов попередньої теореми для маргiнальних функцiоналiв стану (4)
iснує границя Больцмана–Греда в сенсi слабкої збiжностi в просторi обмежених функцiй:

w− lim
ǫ→0

(Fs(t, x1, . . . , xs | F
ǫ
1 (t))− fs(t, x1, . . . , xs | f1(t))) = 0, s > 2,

та граничнi маргiнальнi функцiонали стану fs(t | f1(t)), s > 2, визначаються рядами
за добутками одночастинкової функцiї розподiлу (10), подiбними до (4), твiрнi еволюцiй-
нi оператори яких зображуються розкладами (5) за кумулянтами напiвгруп операторiв
розсiяння (12) одновимiрної системи точкових частинок з непружним розсiянням.

Зауважимо, що в границi пружних зiткнень граничнi маргiнальнi функцiонали стану
є добутками одночастинкової функцiї розподiлу невзаємодiючих частинок, що iнтерпре-
тується як властивiсть поширення початкового хаосу [6].

Таким чином, в границi Больцмана–Греда [6] розв’язок (8) немарковського кiнетично-
го рiвняння Енскога (2) задовольняє рiвняння Больцмана для гранульованого газу (11)
в одновимiрному просторi, а маргiнальнi функцiонали стану (4) збiгаються до вiдповiдних
функцiоналiв вiд граничної одночастинкової функцiї розподiлу (10), тобто частинки одно-
вимiрного гранульованого газу на вiдмiну вiд багатовимiрного випадку не є статистично
незалежними.

Зауважимо також, що в роботi сформульовано новий пiдхiд до обгрунтування кiнети-
чного рiвняння Больцмана для твердих куль у скейлiнговiй границi Больцмана–Греда на
вiдмiну вiд традицiйного [6].
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10. Borovchenkova M. S., Gerasimenko V. I. On the kinetic equations of a one-dimensional granular gas //
Proc. Inst. Math. NAS of Ukraine. – 2012. – 9, No 2. – P. 69–86.

Надiйшло до редакцiї 19.04.2013Київський нацiональний унiверситет

iм. Тараса Шевченка

Iнститут математики НАН України, Київ

16 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №10



М.С. Боровченкова, В.И. Герасименко

Предел Больцмана–Греда уравнения Енскога одномерных

гранулированных газов

Построен скейлинговый предел Больцмана–Греда решения задачи Коши для немарковского

уравнения Энскога системы твердых шаров с диссипативным взаимодействием. Обоснова-

но кинетическое уравнение Больцмана и установлено свойство распространения хаоса для

гранулированных газов в одномерном пространстве.

M.S. Borovchenkova, V. I. Gerasimenko

The Boltzmann–Grad limit of the Enskog equation for one-dimensional

granular gases

We construct the Boltzmann–Grad scaling limit of a solution of the Cauchy problem of the non-

Markovian Enskog equation for a system of hard spheres with the dissipative interaction. The

validity of the Boltzmann kinetic equation is proved, and the property of the propagation of a chaos

is established for granular gases in a one-dimensional space.
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