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Наведено один iз пiдходiв дослiдження крайових задач для нелiнiйних диференцiальних

рiвнянь у частинних похiдних гiперболiчного типу на площинi. За допомогою запроно-

ваної модифiкацiї двостороннього методу встановлено достатнi умови iснування, єди-

ностi та знакосталостi регулярного або iррегулярного розв’язку розглядуваної задачi.

У данiй роботi узагальнюються одержанi в [1, 2] результати i дається один пiдхiд дослiд-
ження крайової задачi для нелiнiйного рiвняння другого порядку гiперболiчного типу на
площинi, коли область змiни незалежних змiнних обмежена ”вiльними” кривими та харак-
теристиками заданого диференцiального рiвняння [3].

Розглянемо в R
2 область D = D1

⋃

D2
⋃

D3, де

D1 = {(x, y) | x ∈ (x0, x1], y ∈ (y0, y1]},

D2 = {(x, y) | x ∈ [x0, x1], y ∈ (y1, g1(x))},

D3 = {(x, y) | x ∈ (x0, x2], y ∈ (g2(x), y1]},

де x0 < x1 < x2, y0 < y1 < y2, y = gi(x) (x = ki(y)), i = 1, 2, — “вiльнi” кривi, причому
g1(xi−1) = yi, g2(xi) = yi−1, g

′

i(x) > 0, i = 1, 2.
Дослiдимо задачу: в просторi функцiй C∗(D) := C(1.1)(D)

⋃

C(D) знайти розв’язок кра-
йової задачi

L2U(x, y) = f(x, y, U(x, y)) := f(x, y), (1)

де L2 — диференцiальний оператор, породжений диференцiальним виразом

l2(U(x, y)) := Uxy(x, y) + a1(x, y)Ux(x, y) + a2(x, y)Uy(x, y),

ai(x, y) ∈ C(D), i = 1, 2, — заданi функцiї, та крайовими умовами

U(x0, y) = ψ(y), U(x, y0) = φ(x),

(x, y) ∈ D1, ψ(y) ∈ C1[y0, y1], φ(x) ∈ C1[x0, x1],

U(x, gi(x)) = ωi(x), x ∈ [xi−1, xi], ωi(x) ∈ C1[xi−1, xi], i = 1, 2,

(2)

причому виконуються умови узгодженостi

ψ(y0) = φ(x0), ω1(x0) = ψ(y1), ω2(x1) = φ(x1). (3)
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Очевидно, розв’язок крайової задачi (1) U(x, y) = Us(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3, де
U1(x, y) — розв’язок рiвняння

l2U(x, y) = f [U(x, y)], (4)

при (x, y) ∈ D1, який задовольняє умови (2) i першу з умов (3) (задача Гурса), а Us(x, y),
(x, y) ∈ Ds, s = 2, 3, — розв’язки рiвняння (4), якi задовольняють вiдповiдно умови

U2(x, g1(x)) = ω1(x), U2(x, y1) = U1(x, y1), x ∈ [x0, x1], (5)

U3(x, g2(x)) = ω2(x), U3(x1, y) = U1(x1, y), y ∈ [y0, y1], (6)

причому виконуються останнi двi з умов узгодженостi (3) (задачi Дарбу).
Надалi будемо вважати, що a1(x, y) ∈ C(0.1)(D1

⋃

D3), a2(x, y) ∈ C(0.1)(D1
⋃

D2),
f [U(x, y)] ∈ C(B), f : B → R, B ∈ R

3.
Справедливою є така лема.
Лема 1. Нехай крайова задача (1) при (x, y) ∈ D має розв’язок. Тодi розв’язок задачi (1)

належатиме простору C∗(D) (буде регулярним), якщо

ρ1 := ψ′(y1)− k′1(y1)

{

ω′

1(x0) + a2(x0, y1)ω1(x0)− [a2(x0, y0)φ(x0) + φ′(x0)]×

× exp

( y0
∫

y1

a1(x0, η) dη

)

−

y1
∫

y0

F1(x0, η, ψ(η)) exp

( η
∫

y1

a1(x0, τ)dτ

)

dη

}

= 0,

ρ2 := φ′(x1)− ω′

2(x1)− g′2(x1)

{

a1(x1, y0)ω2(x1)− [a1(x0, y0)ψ(y0) + ψ′(y0)]×

× exp

( x0
∫

x

a2(ξ, y0) dξ

)

−

x1
∫

x0

F2(ξ, y0, φ(ξ)) exp

( ξ
∫

x1

a2(τ, y0)dτ

)

dξ

}

= 0,

F1(x, y, U(x, y)) := f [U(x, y)] + [a2y(x, y) + a1(x, y)a2(x, y)]U(x, y),

F2(x, y, U(x, y)) := f [U(x, y)] + [a1x(x, y) + a1(x, y)a2(x, y)]U(x, y).

У супротивному випадку мають мiсце рiвностi

U1y(x, y1)− U2y(x, y1) = ρ1 exp

( x0
∫

x

a2(ξ, y1) dξ

)

, x ∈ [x0, x1],

U1x(x1, y)− U3x(x1, y) = ρ2 exp

( y0
∫

y

a1(x1, η) dη

)

, y ∈ [y0, y1]

i U(x, y) ∈ C(1.1)(D)
⋂

C(1.0)(D1
⋃

D2)
⋂

C(0.1)(D1
⋃

D3), I = I1
⋃

I2, I1 = {(x, y) | y = y1,
x ∈ [x0, x1]}, I2 = {(x, y) | x = x1, y ∈ [y0, y1]} (розв’язок буде iррегулярним).
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Позначимо

f [U(x, y)] :=

{

F1(x, y, U(x, y)), (x, y) ∈ D1
⋃

D2,

F2(x, y, U(x, y)), (x, y) ∈ D3,

i припустимо, що F [U(x, y)] ∈ C1(B), тобто що функцiя F [U(x, y)] задовольняє такi умови:
1) F [U(x, y)] ∈ C(B);
2) в просторi функцiй C(B1), B1 ⊂ R

4, Прx0yB1 = D iснує така функцiя H(x, y, U(x, y),
V (x, y)) := H[U(x, y);V (x, y)], що

а) H[U(x, y);U(x, y)] ≡ F [U(x, y)],
б) для довiльної з простору C(D) пари функцiй U(x, y), V (x, y) ∈ B1, якi задовольняють

умову U(x, y) > V (x, y), (x, y) ∈ D, в областi B1 виконується нерiвнiсть

H[U(x, y);V (x, y)]−H[V (x, y);U(x, y)] > 0, (x, y) ∈ D;

3) функцiя H[U(x, y);V (x, y)] в областi B1 задовольняє умову Лiпшiца, тобто для всяких
з простору C(D) функцiй Ui(x, y), Vi(x, y) ∈ B1, i = 1, 2, виконується умова

|H[U1(x, y);V1(x, y)]−H[U2(x, y);V2(x, y)]| 6 L(|W1(x, y)|+ |W2(x, y)|),

(x, y) ∈ D, де L — стала Лiпшiца, а Wi(x, y) := Ui(x, y) − Vi(x, y), i = 1, 2.
Очевидно, якщо функцiя f [U(x, y)] ∈ C(B) i має в областi B обмежену частинну похiдну

першого порядку по U(x, y), то f [U(x, y)] ∈ C1(B).
Нехай Zp,s, Vp,s ∈ C(Ds) належать областi B1, s = 1, 2, 3, p ∈ N.
Введемо позначення:

Wp,s := Zp,s − Vp,s, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3,

fps (x, y) := H[Zp,s(x, y);Vp,s(x, y)], fp,s(x, y) := H[Vp,s(x, y), Zp,s(x, y)],

α∗

p,s(x, y) := Zp,s(x, y)− Ωs(x, y)− δsT1,sf
p
1 (ξ, η)− Tsf

p
s (ξ, η),

β∗p,s(x, y) := Vp,s(x, y) −Ωs(x, y)− δsT1,sfp,1(ξ, η) − Tsfp,s(ξ, η), s = 1, 2, 3,

Ω1(x, y) := ψ(y) exp

( x0
∫

x

a2(ξ, y) dξ

)

+

x
∫

x0

K1(x, y; ξ, y0)[φ
′(ξ) + a2(ξ, y0)φ(ξ)] dξ,

Ω2(x, y) := ω1(k1(y)) exp

( k1(y)
∫

x

a2(ξ, y) dξ

)

+

x
∫

k1(y)

K1(x, y; ξ, y0)[φ
′(ξ) + a2(ξ, y0)φ(ξ)] dξ,

Ω3(x, y) := ω2(x) exp

( g2(x)
∫

y

a1(x, η) dη

)

+

y
∫

g2(x)

K2(x, y;x0, η)[ψ
′(η) + a1(x0, η)ψ(η)] dη,

K1(x, y; ξ, η) := exp

( ξ
∫

x

a2(τ, y)dτ +

η
∫

y

a1(ξ, τ)dτ

)

,

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №10 25



K2(x, y; ξ, η) := exp

( ξ
∫

x

a2(τ, η)dτ +

η
∫

y

a1(x, τ)dτ

)

, δs =

{

0, s = 1,

1, s = 2, 3,

T1F [U1(ξ, η)] :=

x
∫

x0

y
∫

y0

K1(x, y; ξ, η)F [U1(ξ, η)] dηdξ, (x, y) ∈ D1,

T2F [U2(ξ, η)] :=

x
∫

k1(y)

y
∫

y1

K1(x, y; ξ, η)F [U2(ξ, η)] dηdξ, (x, y) ∈ D2,

T3F [U3(ξ, η)] :=

y
∫

g2(x)

x
∫

x1

K2(x, y; ξ, η)F [U3(ξ, η)] dξdη, (x, y) ∈ D3,

T1,2F [U1(ξ, η)] :=

x
∫

k1(y)

y1
∫

y0

K1(x, y; ξ, η)F [U1(ξ, η)] dηdξ, (x, y) ∈ D2,

T1,3F [U1(ξ, η)] :=

y
∫

g2(x)

x1
∫

x0

K2(x, y; ξ, η)F [U1(ξ, η)] dξdη, (x, y) ∈ D3,

Zp,s(x, y) := Zp,s(x, y)− dp,sWp,s(x, y),

Vp,s(x, y) := Vp,s(x, y) + qp,s(x, y)Wp,s(x, y), (x, y) ∈ Ds,

F p
s (x, y) := H[Zp,s;Vp,s], Fp,s(x, y) := H[Vp,s;Zp,s],

dp,s(x, y), qp,s(x, y) ∈ C(Ds) — довiльнi функцiї, якi задовольняють умови

0 6 dp,s 6 0,5, 0 6 qp,s(x, y) 6 0,5, (x, y) ∈ Ds (7)

для всiх p ∈ N i s = 1, 2, 3.
Побудуємо послiдовностi функцiй {Zp,s(x, y)} та {Vp,s(x, y)} згiдно з формулами [4]

Zp+1,s(x, y) = Ωs(x, y) + δsT1,sF
p
1 (ξ, η) + TsF

p
s (ξ, η),

Vp+1,s(x, y) = Ωs(x, y) + δsT1,sFp,1(ξ, η) + TsFp,s(ξ, η), (x, y) ∈ Ds,
(8)

де за нульове наближення Z0,s(x, y), V0,s ∈ B0 вибираємо довiльнi з простору C(Ds) функцiї,
якi задовольняють вiдповiдно умови (2), (5), (6), (3) та нерiвностi

W0,s(x, y) > 0, α∗

0,s(x, y) > 0, β∗0,s(x, y) 6 0, (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3. (9)

Надалi такi функцiї називатимемо функцiями порiвняння крайової задачi (1).
Теорема 1. Нехай F [U(x, y)] ∈ C1(B), а в областi B1 iснують функцiї порiвняння

крайової задачi (1) Z0,s(x, y), V0,s(x, y) ∈ C(Ds), s = 1, 2, 3.
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Тодi для функцiй Zp,s(x, y), Vp,s(x, y), якi побудованi згiдно iз законом (8), де dp,s(x, y),
qp,s(x, y) ∈ C(Ds), задовольняють умови (7) та нерiвностi

Zp,s(x, y)− Zp+1,s(x, y) > dp,s(x, y)Wp,s(x, y),

Vp,s(x, y)− Vp+1,s(x, y) 6 −qp,sWp,s(x, y), (x, y) ∈ Ds, p ∈ N,
(10)

в областi B1 справедливi нерiвностi

Vp,s(x, y) 6 Vp+1,s 6 Zp+1,s(x, y) 6 Zp+1,s(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3, p ∈ N.

Лема 2. Нехай виконуються умови теореми 1.
Тодi множина функцiй dp,s(x, y), qp,s(x, y) ∈ C(Ds), якi задовольняють умови (7), (10),

не порожня.
Позначимо:

max
s

[sup
Ds

W0,s(x, y)] 6 d, max
p,s

sup
Ds

(1− dp,s(x, y)− qp,s(x, y)) 6 q,

max
i

[ sup
D1∪Ds

Ki(x, y; ξ, η)] 6 0,5K, s = 2, 3, i = 1, 2,

Q = sup
D

(1, y − y0 + x− x0).

Теорема 2. Нехай F [U(x, y)] ∈ C1(B) i в областi B1 iснують функцiї порiвняння за-
дачi (1) Z0,s, V0,s(x, y) ∈ C(Ds), s = 1, 2, 3.

Тодi послiдовностi функцiй {Zp,s(x, y)}, {Vp,s(x, y)}, побудованi згiдно iз законом (8), (7),
(10):

а) збiгаються рiвномiрно до єдиного в областi D1 розв’язку задачi Гурса (4), (2) U1(x, y),
в Ds, s = 2, 3, — до розв’язку Us(x, y) вiдповiдно до задач Дарбу (4), (5) та (4), (6);

б) мають мiсце оцiнки

max
s

[

sup
Ds

Wp,s(x, y)
]

6 (P !)−1[KLQq(y − y0 + x− x0)]
pd;

в) в областi B1 виконуються нерiвностi

Vp,s(x, y) 6 Us(x, y) 6 Zp,s(x, y), (x, y) ∈ Ds, s = 1, 2, 3,

для всiх p ∈ N;
г) збiжнiсть iтерацiйного методу (8), (7), (10) не повiльнiша за збiжнiсть двосто-

роннього методу Пiкара (коли dp,s(x, y) = qp,s(x, y) ≡ 0).
Наслiдок 1. Нехай виконуються вимоги теореми 2. Тодi розв’язок крайової задачi (1)

в областi D iснує i вiн єдиний, причому, якщо ρ1 = ρ2 = 0, вiн буде регулярним, у супро-
тивному випадку — iррегулярним.

Наслiдок 2. Нехай φ(x) = ψ(y) = 0, (x, y ∈ D1), ωi(x) = 0, x ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2,
F [U(x, y)] ∈ C1(B), причому F [U(x, y)] ≡ H[U(x, y); 0]. Тодi якщо F [0] 6 (>)0 в областi B,
то розв’язок крайової задачi (1) задовольняє нерiвнiсть

U(x, y) 6 (>)0, (x, y) ∈ D.
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В.В. Маринец, К.В. Маринец

Краевая задача Гурса–Дарбу для нелинейного уравнения

гиперболического типа

Приведен один из подходов исследования краевых задач для нелинейных дифференциальных

уравнений в частных производных гиперболического типа на плоскости. С помощью пред-

ложенной модификации двустороннего метода установлены достаточные условия сущест-

вования, единственности и знакопостоянства регулярного или иррегулярного решения рас-

сматриваемой задачи.

V.V. Marynets, K.V. Marynets

The Goursat–Darboux boundary-value problem for a non-linear

equation of the hyperbolic type

We give a possible approach to the study of the boundary-value problems for non-linear partial

differential equations of the hyperbolic type on a plane. We establish the sufficient conditions of

existence, uniqueness, and sign-constancy of a regular or irregular solution of the given problem

with the help of the proposed modification of the double-sided method.
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