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Топологiчна еквiвалентнiсть орiєнтованих циклiв

лiнiйних вiдображень

(Представлено членом-кореспондентом НАН України В.В. Шарком)

Одержано класифiкацiю орiєнтованих циклiв лiнiйних вiдображень над C або R з точ-

нiстю до топологiчної еквiвалентностi. Дано канонiчну форму матриць таких циклiв

вiдносно топологiчної еквiвалентностi.

Ми розглядаємо проблему топологiчної класифiкацiї орiєнтованих циклiв лiнiйних вiдобра-
жень.

Нехай

A : V1 ii
At

A1
// V2

A2
// . . . Vt−1

//
At−2 At−1

// Vt (1)

та

B : W1 ii
Bt

B1
// W2

B2
// . . . Wt−1

//
Bt−2 Bt−1

// Wt — (2)

два орiєнтованих цикли лiнiйних вiдображень однакової довжини t над полем F. Будемо
казати, що система бiєкцiй ϕ = {ϕi : Vi → Wi}

t
i=1 перетворює A в B, якщо всi квадрати
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комутативнi; тобто

ϕ2A1 = B1ϕ1, . . . , ϕtAt−1 = Bt−1ϕt−1, ϕ1At = Btϕt.

Означення 1. Нехай A та B — цикли лiнiйних вiдображень вигляду (1) та (2) над
полем F.

(i) A та B називають iзоморфними, якщо iснує система лiнiйних бiєкцiй, яка перетворює
A в B.
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(ii) A та B над F = C або R називають топологiчно еквiвалентними, якщо

Vi = F
mi , Wi = F

ni для всiх i = 1, . . . , t,

та iснує система гомеоморфiзмiв, що перетворює A в B. (Зауважимо, що згiдно з вступом
в [1], m1 = n1, . . . ,mt = nt.)

Прямою сумою циклiв A та B вигляду (1) та (2) називають цикл

A⊕ B : V1 ⊕W1 jj
At⊕Bt

A1⊕B1
// V2 ⊕W2

A2⊕B2
// · · ·

At−1⊕Bt−1

// Vt ⊕Wt .

Вектор dimA := (dimV1, . . . ,dimVt) називають розмiрнiстю циклу A. Цикл називають
нерозкладним, якщо його розмiрнiсть ненульова та його не можна розкласти в пряму суму
циклiв меншої розмiрностi.

Цикл A називають невиродженим, якщо всi A1, . . . , At є бiєктивнi, та виродженим в iн-
шому випадку. Кожен цикл A можна розкласти таким чином:

A = Areg ⊕A1 ⊕ · · · ⊕ Ar, (3)

де Areg — невироджений цикл та всi A1, . . . ,Ar — нерозкладнi виродженi цикли. Алгоритм
побудови розкладу (3) неорiєнтованого циклу лiнiйних вiдображень над полем C з викорис-
танням тiльки унiтарних перетворень був описаний в [2].

Нижченаведена теорема, яка була отримана разом з В.В. Сергейчуком, зводить проб-
лему топологiчної класифiкацiї орiєнтованих циклiв лiнiйних вiдображень до проблеми то-
пологiчної класифiкацiї лiнiйних операторiв.

Теорема 1. (a) Нехай F = C або R i нехай

A : F
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топологiчно еквiвалентнi. Нехай

A = Areg ⊕A1 ⊕ · · · ⊕ Ar, B = Breg ⊕ B1 ⊕ · · · ⊕ Bs —

їхнi розклади вигляду (3). Тодi невиродженi частини Areg та Breg топологiчно еквiва-
лентнi, r = s i (пiсля перенумерацiї їхнiх нерозкладних вироджених доданкiв) Ai та Bi
iзоморфнi для всiх i = 1, . . . , r.

(b) Кожен невироджений цикл A вигляду (4) iзоморфний циклу

A′ : F
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At···A2A1

1
// Fm2

1
// · · · F

mt−1//
1 1

// Fmt .
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Якщо цикли (4) та (5) невиродженi, то вони топологiчно еквiвалентнi тодi i тiльки то-
дi, коли лiнiйнi оператори At · · ·A2A1 та Bt · · ·B2B1 топологiчно еквiвалентнi (як цикли
At · · ·A2A1 : F

m1 → F
m1 та Bt · · ·B2B1 : F

n1 → F
n1 довжини 1).

Зауважимо, що топологiчна класифiкацiя пар зустрiчних лiнiйних вiдображень V1−→←−V2

(тобто орiєнтованих циклiв довжини 2) була отримана в [3].
1. Орiєнтованi цикли лiнiйних вiдображень з точнiстю до iзоморфiзму. Побу-

дуємо розклад (3) орiєнтованого циклу лiнiйних вiдображень над довiльним полем F.
Класифiкацiя циклiв довжини 1, тобто лiнiйних операторiв V → V , випливає з теореми

Фробенiуса (або Жордана, якщо поле F є алгебраїчно замкнене) про канонiчну форму мат-
рицi вiдносно подiбностi. Орiєнтованi цикли довжини 2, тобто пари зустрiчних вiдображень
V1−→←−V2, класифiкованi з точнiстю до iзоморфiзму в [4, 5]. Класифiкацiя циклiв довiльної
довжини та з довiльним напрямком стрiлок добре вiдома в теорiї представлень сагайдакiв
(див. [6, § 11]).

Для кожного c ∈ Z будемо позначати через [c] натуральне число таке, що

1 6 [c] 6 t, [c] ≡ c mod t.

Згiдно з теоремою Фробенiуса, для кожного нерозкладного виродженого циклу A : V →
→ V iснує базис e1, . . . , en простору V , в якому матриця вiдображення A буде виродженим
жордановим блоком. Це означає, що базиснi вектори утворюють жордановий ланцюг

e1
A
−→ e2

A
−→ e3

A
−→ · · ·

A
−→ en

A
−→ 0.

Аналогiчно, кожен нерозкладний вироджений цикл A довiльної довжини t визначає
ланцюг

ep
Ap
−−→ ep+1

A[p+1]
−−−−→ ep+2

A[p+2]
−−−−→ · · ·

A[q−1]
−−−−→ eq

A[q]
−−→ 0,

де 1 6 p 6 q 6 t та для кожного l = 1, 2, . . . , t множина {ei | i ≡ l mod t} є базисом прос-
тору Vl (див. [6, § 11]). Будемо казати, що цей ланцюг закiнчується в V[q], якщо eq ∈ V[q].
Число q − p називають довжиною ланцюга.

Лема 1. Нехай

A : V1 ii
At

A1
// V2

A2
// · · · Vt−1

//
At−2 At−1

// Vt —

орiєнтований цикл лiнiйних вiдображень. Розглянемо його розклад (3).
(a) Позначимо

Âi : = A[i+t−1] · · ·A[i+1]Ai : Vi → Vi

та зафiксуємо натуральне число z таке, що

Ṽi := Âz
i Vi = Âz+1

i Vi для всiх i = 1, . . . , t.

Нехай

Ã : Ṽ1 ii
Ãt

Ã1
// Ṽ2

Ã2
// · · · Ṽt−1

//
Ãt−2 Ãt−1

// Ṽt —
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цикл, утворений обмеженнями Ãi : Ṽi → Ṽ[i+1] вiдображень Ai : Vi → V[i+1]. Тодi Areg = Ã
(тобто невироджена частина однозначно визначається A).

(b) Числа

kij := dimKer(A[i+j] · · ·A[i+1]Ai), i = 1, . . . , t та j > 0,

визначають виродженi доданки A1, . . . ,Ar розкладу (3) з точнiстю до iзоморфiзму, оскiль-
ки кiлькiсть nlj (l = 1, . . . , t та j > 0) вироджених доданкiв, що визначають ланцюги
довжини j, якi закiнчуються в просторi Vl, можна обчислити за формулою

nlj = k[l−j],j − k[l−j],j−1 − k[l−j−1],j+1 + k[l−j−1],j,

де ki,−1 := 0.
2. Класифiкацiя лiнiйних операторiв з точнiстю до топологiчної еквiвалент-

ностi. У цьому пунктi встановлена класифiкацiя лiнiйних операторiв (тобто циклiв довжи-
ни 1) F

n → F
n, F = C або R, з точнiстю до топологiчної еквiвалентностi.

N.H. Kuiper та J.W. Robbin [7, 8] встановили критерiй топологiчної еквiвалентностi для
лiнiйних операторiв над R, якi не мають власних чисел, що є коренями з 1. T. Budnitska [9]
встановила канонiчну форму вiдносно топологiчної еквiвалентностi для лiнiйного оператора
над C та R, який не має власних чисел, що є коренями з 1.

Для кожного λ ∈ C визначимо n × n жордановий блок

Jn(λ) :=




λ 0
1 λ

. . .
. . .

0 1 λ


 . (6)

Якщо кожен елемент n × n комплексної матрицi A = [akl + bkli], akl, bkl ∈ R, замiнити
на комплексно спряжений, то отримаємо матрицю

A = [akl − bkli].

Якщо кожен елемент akl + bkli матрицi A замiнити на дiйсний блок

akl + bkli 7−→
akl −bkl
bkl akl,

(7)

то отримаємо 2n × 2n дiйсну матрицю, яку позначатимемо AR.
Кожна квадратна матриця A над F = R або C подiбна

A0 ⊕A01 ⊕A1 ⊕A1∞, (8)

де всi власнi числа λ матрицi A0 (вiдповiдно, A01, A1 та A1∞) задовольняють умову

λ = 0 (вiдповiдно, 0 < |λ| < 1, |λ| = 1 та |λ| > 1).

Класифiкацiю лiнiйних операторiв, якi не мають власних чисел, що є коренями з 1,
дає нижченаведена теорема, яка доведена в [9]; ї ї частину (a) у випадку F = R довели
N.H. Kuiper та J.W. Robbin [7, 8].
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Теорема 2 [7, 8, 9]. (a) Нехай f(x) = Ax та g(x) = Bx — лiнiйнi оператори над F = R

або C, якi не мають власних чисел, що є коренями з 1; нехай матрицi A0, . . . , A1∞ та
B0, . . . , B1∞ визначенi через A та B як у (8).

(i) Якщо F = R, то f та g топологiчно еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли

A0 подiбна B0, A1 подiбна B1

розмiр A01 = розмiр B01, det(A01B01) > 0,

розмiр A1∞ = розмiр B1∞, det(A1∞B1∞) > 0.

(ii) Якщо F = C, то f та g топологiчно еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли

A0 подiбна B0, A1 ⊕A1 подiбна B1 ⊕B1,

розмiр A01 = розмiр B01, розмiр A1∞ = розмiр B1∞.

(b) Кожен лiнiйний оператор над F = R або C, який не має власних чисел, що є ко-
ренями з 1, топологiчно еквiвалентний з лiнiйним оператором, матриця якого є прямою
сумою, однозначно визначеною з точнiстю до перестановки доданкiв, що складається з:

(i) у випадку F = R:
довiльного числа доданкiв

Jk(0), [1/2], Jk(λ)
R, [2]

([1/2] та [2] — це 1×1 матрицi з елементами 1/2 та 2) , де λ — комплексне число, модуль
якого дорiвнює 1, що визначене з точнiстю до замiни на комплексно спряжене λ та не
є коренем з 1, Jk(λ)

R визначена в (6) та (7),
не бiльше одного доданка [−1/2],
не бiльше одного доданка [−2];
(ii) у випадку F = C:

Jk(0), [1/2], Jk(λ), [2],

де λ — комплексне число, модуль якого дорiвнює 1, що визначене з точнiстю до замiни на
комплексно спряжене λ та не є коренем з 1.

Зауважимо, що проблему топологiчної класифiкацiї лiнiйних операторiв, якi мають
власнi числа, що є коренями з 1, частково вирiшили N.H. Kuiper та J.W. Robbin [7, 8],
S. E. Cappell та I. L. Shaneson [10–13], W.C. Hsiang та W. Pardon [14] та iн.
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Т. В. Рыбалкина

Топологическая эквивалентность ориентированных циклов

линейных отображений

Получена классификация ориентированных циклов линейных отображений над C или R

с точностью до топологической эквивалентности. Дана каноническая форма матриц та-

ких циклов относительно топологической эквивалентности.

T.V. Rybalkina

Topological equivalence of the oriented cycles of linear mappings

We classify the oriented cycles of linear mappings over C or R up to topological equivalence. We

give a canonical form of the matrices of such cycles with respect to topological equivalence.
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