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Групи, у яких нормальнi замкнення циклiчних пiдгруп

мають обмеженi скiнченнi ранги Хiрша–Зайцева

(Представлено академiком НАН України А.М. Самойленком)

Вивчаються узагальнено розв’язнi групи з обмеженнями на нормальнi замкнення цик-
лiчних пiдгруп. Вважаємо, що група G має скiнченний ранг Хiрша–Зайцева, якщо G
має зростаючий ряд, фактори якого або нескiнченнi циклiчнi, або перiодичнi, та кiль-
кiсть нескiнченних циклiчних факторiв є скiнченною. Неважко побачити, що кiлькiсть
нескiнченних циклiчних факторiв у кожному з таких рядiв є iнварiантом групи. Цей
iнварiант називатимемо рангом Хiрша–Зайцева групи G та позначаємо через rhz(G).
Дослiджуються групи, у яких нормальне замкнення кожної циклiчної пiдгрупи має ранг
Хiрша–Зайцева, що не перевищує b (b — деяке натуральне число). При деяких природних
обмеженнях знайдена така функцiя κ1(b), що rhz([G/Tor(G), G/Tor(G)]) 6 κ1(b).

Якщо G — група та x — її елемент, то клас спряженостi елемента x в G позначатимемо
через xG, тобто xG = {xg | g ∈ G}. Групи з рiзноманiтними обмеженнями на класи спря-
жених елементiв вивчаються вже досить давно. Перше обмеження, яке тут виникає, — це
обмеження на порядок класу спряжених елементiв. Наприклад, якщо |xG| = 1 для кожного
елемента x ∈ G, то група G буде абелевою. Це показує, що групи, у яких порядки кла-
сiв спряжених елементiв скiнченнi та обмеженi (тобто iснує таке натуральне число b, що
|xG| 6 b для кожного x ∈ G), мусять бути досить близькими до абелевих. Групи з такою
властивiстю називаються BFC-групами. Б. Нейман довiв [1], що комутатор кожної BFC-гру-
пи є скiнченним. Бiльш того, iснує така функцiя ν, що |[G,G]| 6 ν(b). Природно, що знайти
значення такої функцiї значно важче, нiж довести її iснування. Знаходженню найкращого
наближення для функцiї ν(b) присвячено велику серiю статей. Останньою в цiй серiї була
стаття Р. Гуральника i А. Маротi [2], якi довели, що ν(b) = (7 + log2 b)/2.

Наведений вище результат Б. Неймана став вихiдним пунктом для багатьох цiкавих
узагальнень. Якщо xG є скiнченним, то або 〈x〉G є скiнченним, або 〈x〉G мiстить у собi та-
ку скiнченну нормальну пiдгрупу Tx, що фактор 〈x〉G/Tx — скiнченно породжена вiльна
абелева група. Зокрема, 〈x〉G є майже полiциклiчною. Тому природно виникає питання про
структуру груп, у яких нормальне замкнення 〈x〉G буде майже полiциклiчною пiдгрупою.
Якщо припустити, що 〈x〉G є нескiнченною циклiчною для кожного элемента x ∈ G, то не-
важко показати, що група G є абелевою. Якщо припустити, що 〈x〉G нециклiчна, але вiльна
абелева, то комутант групи вже може i не бути вiльною абелевою пiдгрупою. Покажемо
це на такому прикладi. Нехай Dn = (〈an〉 × 〈bn〉)λ 〈cn〉, де an, bn, cn мають нескiнченнi
порядки та c−1

n bncn = anbn, n ∈ N. Покладемо K = Drn∈NDn, H = 〈ana
−2
n+1 | n ∈ N〉 та

нехай G = K/H. Неважко упевнитись у тому, що 〈x〉G — це вiльна абелева пiдгрупа, яка
має 0-ранг, що не перевищує 2, але [G,G] ∼= Q2, зокрема, комутант не може бути вiльною
абелевою пiдгрупою.
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Нагадаємо деякi поняття. Будь-яка майже полiциклiчна група G має скiнченний суб-
нормальний ряд

〈1〉 = G0 ⊳G1 ⊳ · · · ⊳Gn−1 ⊳Gn = G,

фактори Gj/Gj−1, 1 6 j 6 n − 1, якого є нескiнченними циклiчними, а останнiй фак-
тор Gn/Gn−1 є скiнченним. Число нескiнченних циклiчних факторiв цього ряду є iнварiан-
том групи G, який називається числом Хiрша групи G.

А. I. Мальцев [3] ввiв до розгляду нижчеподаний клас груп. Але спочатку введемо деякi
позначення. Якщо G — група, то через Tor(G) позначатимемо максимальну нормальну
перiодичну пiдгрупу G. Зазначимо, що якщо група G є локально нiльпотентною, то Tor(G)
є її характеристичною пiдгрупою, бiльш того, фактор-група G/Tor(G) уже не має скруту.

Нехай G — абелева група, що не має скруту. Число елементiв у максимальнiй незалежнiй
пiдмножинi G називається 0-рангом G та позначатиметься r0(G). Якщо ж G — довiльна
абелева група, то покладемо r0(G) = r0(G/Tor(G)).

Будемо говорити, що G — розв’язна A1-група, якщо G має скiнченний субнормальний
ряд, фактори якого є абелевими групами скiнченного 0-рангу. Неважко побачити, що якщо
G — розв’язна A1-група, то G має скiнченний субнормальний ряд, фактори якого є або
нескiнченними циклiчними, або перiодичними групами, причому кiлькiсть нескiнченних
циклiчних факторiв є iнварiантом G. У випадку полiрацiональної групи цей iнварiант був
названий рацiональним рангом [4]. Це поняття було розширено на клас локально майже
полiциклiчних груп [5], а в работi [6] цей iнварiант вже розглядався для довiльних груп.
Вiн був названий рангом без скруту, або 0-рангом. Але термiн ранг без скруту не можна
вважати досить точним. Наприклад, не кожна група без скруту має ранг без скруту (скiн-
ченний або нескiнченний). Для неабелевих груп iснує поняття секцiйного 0-рангу, який
також позначається через r0(G). Тому краще буде використовувати iнший термiн. Бiльш
того, розглянемо таке узагальнення.

Будемо говорити, що група G має скiнченний ранг Хiрша–Зайцева, якщо G має зрос-
таючий ряд, фактори якого або є нескiнченними циклiчними, або перiодичними групами,
та кiлькiсть нескiнченних циклiчних факторiв є скiнченною. Неважко побачити, що кiль-
кiсть нескiнченних циклiчних факторiв у кожному такому рядi є iнварiантом групи G. Цей
iнварiант називається рангом Хiрша–Зайцева групи G i позначатиметься через rhz(G).

Нагадаємо, наслiдуючи А. I. Мальцева [7], що група G має скiнченний спецiальний
ранг r, якщо кожна скiнченно породжена пiдгрупа G може бути породжена r елементами,
та r — це найменше натуральне число, що має таку властивiсть.

Проiлюструємо зв’язки, що iснують мiж групами скiнченного рангу Хiрша–Зайцева та
групами скiнченного спецiального рангу.

Група G називається узагальнено радикальною, якщо G має зростаючий ряд, фактори
якого є локально нiльпотентними або локально скiнченними. Узагальнено радикальна гру-
па G має зростаючу локально нiльпотентну або зростаючу локально скiнченну пiдгрупу.
У першому випадку її локально нiльпотентний радикал Lnr(G) є неодинчним. У другому
випадку неважко побачити, що G мiстить у собi неодиничну нормальну локально скiнчен-
ну пiдгрупу. Неважко показати, що у кожнiй групi G пiдгрупа Lfr(G), породжена усiма її
нормальними локально скiнченними пiдгрупами, буде найбiльшою її нормальною локаль-
но скiнченною пiдгрупою, її називають локально скiнченним радикалом G. Таким чином,
кожна узагальнено радикальна група має зростаючий ряд нормальних пiдгруп з локально
нiльпотентними або локально скiнченними факторами.
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Зазначимо також, що перiодична узагальнено радикальна група є локально скiнченною,
а тому i перiодична локально узагальнено радикальна група також є локально скiнченною.

Якщо G — група скiнченного рангу Хiрша–Зайцева, то rhz(Tor(G)) = 0 i rhz(G) =
= rhz(G/Tor(G)). Iнакше кажучи, ми можемо говорити тiльки про структуру фактор-групи
G/Tor(G). Локально узагальнено радикальнi групи скiнченного рангу Хiрша–Зайцева ма-
ють таку структуру [8].

Нехай G — локально узагальнено радикальна група скiнченного рангу Хiрша–Зайцева
та припустимо, що Tor(G) = 〈1〉. Тодi G є майже розв’язною та мiстить такi нормальнi
пiдгрупи L 6 K 6 S 6 G, що:

(i) L є нiльпотентною пiдгрупою без скруту;
(ii) K/L — скiнченно породжена абелева група без скруту;
(iii) G/K є скiнченною, а S/K — розв’язний радикал G/K.

Бiльш того, якщо rhz(G) = r, то iснують такi функцiї f1, f2, що |G/K| 6 f1(r) та scl(S/T ) 6
6 f2(r).

Якщо G — розв’язна група, то через scl(G) будемо позначати її клас розв’язностi.
Якщо n — натуральне число, то нехай

a(n) = max{|Aut(G)| | G — скiнченна група, що має порядок, який не перевищує n}.

Очевидно a(n) 6 n!.
Нехай A — пiдгрупа прямого добутку A1×· · ·×An, де Aj

∼= Q, 1 6 j 6 n, i T — перiодична
група автоморфiзмiв A. Tодi T буде скiнченною (див., наприклад, [9, тeoрeма 9.33]). Бiльш
того, iснує така функция τ , що |T | 6 τ(n).

Вiдзначимо, що f1(r) = ((a(r)r2r+2)r · a(τ(r))r)!.
За класичною теоремою Цассенхауза (див., наприклад, [9, тeoрeма 3.7]) iснує така функ-

цiя ζ, що scl(G) 6 ζ(r) для кожної розв’язної пiдгрупи G iз загальної лiнiйної групи GLr(F ).
Будемо мати f2(r) = r + ζ(r).
Можемо бачити, що структура G iстотно визначається заданням числа r.
Наведений вище результат показує, що якщо G — локально узагальнено радикальна

група скiнченного рангу Хiрша–Зайцева та Tor(G) = 〈1〉, то G має скiнченний спецiальний
ранг. Зазначимо також, що у випадку, коли G є локально узагальнено радикальною групою
скiнченного спецiального рангу, то G/Tor(G) має скiнченний ранг Хiрша–Зайцева.

У статтях [10, 11] були розглянутi групи, у яких нормальне замкнення кожної циклiч-
ної пiдгрупи має скiнченний спецiальний ранг, який не перевищує деякого натурального
числа b. Було доведено, що комутант таких груп має скiнченний спецiальний ранг. Нехай
тепер G — локально узагальнено радикальна група та припустимо, що iснує таке натураль-
не число b, що rhz(〈x〉

G) 6 b для кожного елемента x ∈ G. Якщо використати наведений
вище результат X. Смiта та взаємнi зв’язки, що iснують мiж спецiальним рангом та ран-
гом Хiрша–Зайцева, то можна отримати, що комутант фактор-групи G/Tor(G) має скiн-
ченний ранг Хiрша–Зайцева. Але X. Смiт не отримав функцiю, що обмежує спецiальний
ранг комутанта. Тому метою даної роботи i є отримання функцiї вiд b, яка обмежує ранг
Хiрша–Зайцева комутанта [G/Tor(G), G/Tor(G)]. Основний результат роботи сформулює-
мо у виглядi теореми.

Teoрeма. Нехай G — локально узагальнено радикальна група, у якiй нормальне замк-
нення кожної циклiчної пiдгрупи має скiнченний ранг Хiрша–Зайцева, який не перевищує
натурального числа b. Якщо Tor(G) = 〈1〉, то G мiстить у собi таку нормальну пiдгру-
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пу K скiнченного рангу Хiрша–Зайцева, що G/K є вiльною вiд скруту абелевою групою.
Бiльш того, iснує така функцiя κ1, що rhz(K) 6 κ1(b).

Для функцiї κ1 отримано такий вираз:

κ1(b) = 3b2 +
2b(b+ 1)(b+ 2)(bb−1 − 1)

3(b− 1)
+ bτ(b2) + b3 + bτ(bν(bτ(b)) + b2ν(bτ(b)) +

+ b2τ
b(b+ 1)(b+ 2)(bb−1 − 1)

3(b − 1)
+ b2

b2 + b(b+ 1)(b+ 2)(bb−1 − 1)

3(b− 1)
+ bν(bτ(b)),

яка обмежує ранг Хiрша–Зайцева комутанта [G/Tor(G), G/Tor(G)].
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Л.A. Kурдаченко, Н. Н. Семко

Группы, в которых нормальные замыкания циклических подгрупп

имеют ограниченные конечные ранги Хирша–Зайцева

Изучаются обобщенно разрешимые группы с ограничениями на нормальные замыкания цик-
лических подгрупп. Полагаем, что группа G имеет конечный ранг Хирша–Зайцева, если G
имеет восходящий ряд, факторы которого либо бесконечные циклические, либо периодиче-
ские, и число бесконечных циклических факторов конечно. Нетрудно усмотреть, что чис-
ло бесконечных циклических факторов в каждом из таких рядов является инвариантом
группы. Этот инвариант называем рангом Хирша–Зайцева группы G и обозначаем через
rhz(G). Рассматриваются группы, в которых нормальное замыкание каждой циклической
подгруппы имеет ранг Хирша–Зайцева, не превосходящий b (b — некоторое натуральное
число). При наличии некоторых естественных ограничений найдена такая функция κ1(b),
что rhz([G/Tor(G), G/Tor(G)]) 6 κ1(b).
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L.A. Kurdachenko, M. M. Semko

Groups in which the normal closures of cyclic subgroups have bounded

finite Hirsch–Zaitsev rank

We study the generalized soluble groups with restriction on normal closures of cyclic subgroups.
A group G is said to have finite Hirsch–Zaitsev rank if G has an ascending series, whose factors
are either infinite cyclic or periodic, and if the number of infinite cyclic factors is finite. It is not
hard to see that the number of infinite cyclic factors in every of such series is an invariant of the
group G. This invariant is called the Hirsch–Zaitsev rank of G and is denoted by rhz(G). We study
the groups, in which the normal closure of every cyclic subgroup has the Hirsch–Zaitsev rank of at
most b (b is some positive integer). For some natural restriction, we find the function κ1(b) such
that rhz([G/Tor(G), G/Tor(G)]) 6 κ1(b).
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УДК 517.9

О.О. Покутний

Про розвинення методу рядiв Неймана узагальненого

обертання на спектрi оператора в просторах Банаха

та Фреше

(Представлено членом-кореспондентом НАН України О.А. Бойчуком)

Узагальнено метод рядiв Неймана на випадок операторiв, що не обов’язково є стискую-

чими. Знято умову замкненостi множини значень оператора, що розглядається.

Розглянемо рiвняння

(I −A)x = y, (1)

де A : B → B — лiнiйний обмежений оператор, B — простiр Банаха з нормою ‖·‖ (або Фреше
зi злiченним набором напiвнорм ‖ · ‖n, n ∈ N) такий, що iснує стала c > 0: ‖An‖ 6 c, n ∈ N

(для будь-якої напiвнорми ‖·‖m iснує напiвнорма ‖·‖k така, що ‖Anx‖m 6 c‖x‖k), 0 ∈ B. Для
спрощення викладення розглядатимемо випадок, коли B — рефлексивний банахiв простiр.
Про можливе узагальнення на випадок бiльш загальних топологiчних векторних просторiв
та послаблення умови рiвномiрної обмеженостi степенiв оператора A буде викладено в п. 2
роботи. Основною метою даної роботи є встановлення того факту, що рiвняння (1) можна
зробити завжди розв’язним у певному сенсi (але не обов’язково однозначно розв’язним).
У тому випадку, коли рiвняння (1) має розв’язки в класичному та сильному узагальненому
сенсах їх можна подати у виглядi рiвномiрно збiжних рядiв або збiжних до них послi-
довностей. Завдяки процесовi поповнення [1] вдається вiдмовитися вiд умови замкненостi
пiдпростору R(I−A), де через R(I−A) позначено множину значень оператора I−A. Через
N(I − A) позначатимемо ядро оператора I − A.

1. Основний результат. Перейдемо до вивчення рiвняння (1) в рефлексивному банахо-
вому просторi. Найцiкавiшим випадком для рiвняння (1) є так званий критичний випадок,
коли µ = 1 — точка спектра оператора A (оператор µI −A не має оберненого). Виявляєть-
ся, що в цьому випадку вихiдне рiвняння буде розв’язним не при всiх правих частинах,
а його розв’язок може бути не єдиним (можлива навiть нескiнченна кiлькiсть розв’язкiв
у такого рiвняння).

З умови рiвномiрної обмеженостi степенiв оператора A випливає [2], що виконується
такий розклад простору B у пряму суму:

B = N(I −A)⊕R(I −A). (2)

У працi [3] введено поняття вiдносного спектра оператора й серед iншого для випад-
ку матриць й операторiв [3] доведено низку тверджень стосовно узагальненого обертання
оператора I − A. Переформулюємо деякi з отриманих результатiв у виглядi теореми, яку

© О.О. Покутний, 2013
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потiм буде зручно використовувати для дослiдження розв’язностi рiвняння (1). Для цього
введемо позначення для усередненого оператора й нагадаємо його властивостi

A0 = lim
n→∞

n−1∑

k=0

Ak

n
, A0A = AA0 = A2

0 = A0, N(A0) = R(I −A).

Теорема 1. Нехай R(I − A) = R(I −A) й степенi оператора A є рiвномiрно обмеже-
ними. Тодi:

a) µ = 1 ∈ ρNS(A) (вiдносно регулярна точка);
b) оператор I − A + A0 є оборотним, а оператор I − A є узагальнено-оборотним й

(I − A)− = (I − A + A0)
−1 − A0;

c) рiвняння (1) розв’язне для тих й тiльки тих y, якi задовольняють умову

A0y = 0; (3)

d) якщо умова (3) виконана, то множина розв’язкiв рiвняння (1) матиме вигляд

x = A0c+G[y], ∀ c ∈ B, (4)

де

G[y] =

∞∑

k=0

(µ− 1)k

{
∞∑

l=0

µ−l−1(A−A0)
l

}k+1

y −A0y — (5)

узагальнений оператор Грiна, для будь-якого 0 < µ − 1 < 1/‖Rµ(A)‖.
Дослiдимо теперь операторне рiвняння (1) в загальному випадку (без умови замкненос-

тi). Покажемо, що його завжди можна зробити розв’язним в певному сенсi.
1. Класичнi розв’язки. Припустимо, що множина значень оператора I−A замкнена, тоб-

то R(I−A) = R(I −A). Тодi справджується теорема 1 й умова y ∈ R(I−A) рiвносильна (3)
A0y = 0. При виконаннi цiєї умови множина розв’язкiв рiвняння (1) матиме вигляд (4).

2. Сильнi узагальненi розв’язки. Розглянемо випадок, коли R(I −A) 6= R(I −A). Нехай
y ∈ R(I −A). Ця умова в даному випадку також рiвносильна умовi A0y = 0 [2]. Оскiльки
ядро N(I − A) оператора I − A є доповнювальним пiдпростором у B (це випливає з роз-
кладу в пряму суму (2)), то можна розглянути фактор-простiр по ядру оператора I − A.
Профакторизуємо простiр B по ядру N(I − A) й позначимо вiдповiдний фактор-простiр
через E = B/N(I −A). Нехай P

R(I−A), PN(I−A) — проектори на пiдпростори R(I −A) ⊂ B

та N(I − A) вiдповiдно. Тодi профакторизований оператор

I − A = P
R(I−A)(I −A)j−1 : E → R(I −A) ⊂ R(I −A)

буде лiнiйним, неперервним та iн’єктивним. Тут j : B → E — канонiчна проекцiя [4]. Трiйка
(B,E, j) є локально тривiальним розшаруванням з типовим шаром B1 = PN(I−A)B. Це дає
можливiсть ввести поняття сильного узагальненого розв’язку [1, c. 26, 29] для рiвняння

(I − A)x = y, x ∈ E. (6)
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Використаємо тепер процес поповнення за нормою ‖x‖E = ‖(I − A)x‖F , де F = R(I −A) [1].

Тодi отриманий розширений оператор (I − A) : E → R(I −A) буде здiйснювати гомеомор-
фiзм мiж просторами E й R(I −A). З урахуванням конструкцiї сильного узагальненого
розв’язку [1] рiвняння

(I − A)x = y

матиме єдиний узагальнений розв’язок (I − A)
−1

y, який позначатимемо через c̃ ∈ E, й
простiр E буде щiльно вкладеним в E. Внаслiдок щiльностi вкладення iснує послiдовнiсть
c̃n ∈ E класiв еквiвалентностi, яка буде збiгатися до c̃ за нормою E. Обираючи по представ-
нику з кожного класу cn ∈ c̃n, отримаємо, що вона збiгається до узагальненого розв’язку c̃.
Така послiдовнiсть буде сильним майже розв’язком [1]. Усi сильнi майже розв’язки опера-
торного рiвняння (1) можна записати у виглядi {cn + PN(I−A)c}n∈N, для будь-якого c ∈ B

або, що те саме, {cn + A0c}n∈N. Якщо y ∈ R(I −A), то iснує послiдовнiсть yn ∈ R(I − A),
що до неї збiгається. Тодi G[yn] буде збiгатися до G[y] i як cn можна обрати G[yn]. Таким
чином, i узагальнений оператор Грiна G[y] можна розширити до G[y]. Вiдзначимо, що якщо
y ∈ R(I − A), то сильнi узагальненi розв’язки будуть класичними.

3. Сильнi псевдорозв’язки. Розглянемо елемент y /∈ R(I −A). Ця умова рiвносильна то-
му, що A0y 6= 0. У цьому випадку рiвняння (1) не має анi класичних, анi сильних узагальне-
них розв’язкiв, але iснують елементи з B = N(I−A)⊕X , що мiнiмiзують норму вiдповiдної
нев’язки ‖(I −A)c− g‖B (простiр X iзометрично iзоморфний простору E, а оператор I −A
є вiдповiдним розширенням оператора I − A). А саме [5]:

c = (I − A)−1y +A0c, ∀ c ∈ B.

Цi елементи й будемо називати псевдорозв’язками.
Таким чином, ми довели таку теорему.
Теорема 2. Нехай в рiвняннi (1) лiйнiйний обмежений оператор A, що дiє в рефлек-

сивному просторi Банаха або Фреше, такий, що його степенi рiвномiрно обмеженi. Тодi:
(а) рiвняння (1) має класичнi або сильнi узагальненi розв’язки тодi й тiльки тодi, коли

виконується умова (3) — A0y = 0; якщо y ∈ R(I − A), то розв’язки рiвняння (1) будуть
класичними;

(б) якщо умова (3) виконується, то множину розв’язкiв рiвняння (1) можна зобрази-
ти у виглядi операторного ряду

x = A0c+G[y],

де G[y] — вiдповiдне розширення (5);
(в) якщо умова (3) не виконується, то рiвняння (1) має множину псевдорозв’язкiв,

яку можна подати у виглядi

x = A0c+G[y],

де G[y] = (I − A)−1y.
Зауваження. Якщо ‖A‖ < 1, то оператор A0 = 0, у формулi (5) можна зробити гранич-

ний перехiд, коли µ → 1, й отримаємо ряд Неймана. У цьому випадку буде iснувати єдиний
класичний розв’язок. Таким чином, отриманi результати узгоджуються з iснуючими.
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2. Зауваження щодо посилення результатiв. Наведемо вiдому теорему [6], з якої
буде видно яким чином можна узагальнити отриманi в попередньому пунктi результати.

Теорема [6, с. 964]. Нехай E — вiддiльний локально опуклий простiр, u — його непе-
рервний ендоморфiзм i

An =
1 + u+ u2 + · · · + un

n
.

Припустимо, що
(а) множина {An(x) : n = 1, 2, . . .} вiдносно слабко компактна в E для кожного x ∈ E;
(а′) множина {An} рiвностепенево неперервна;
(b) lim

n
n−1un(x) = 0 в слабкiй топологiї для кожного x ∈ E.

Тодi:
1) E — топологiчна пряма сума пiдпросторiв N(1 − u) та R(1− u);
2) якщо π — проектування E на N(1 − u) паралельно R(1− u), то lim

n
An(x) = π(x)

в слабкiй топологiї для кожного x ∈ E.
Нарештi, якщо умова (b) виконана при замiнi слабкої топологiї вихiдною, то те саме

залишається вiрним й для твердження 2.
За цих умов пiсля факторизацiї за схемою, проведеною вище, та поповнення за топо-

логiєю iндукованою системою напiвнорм (детальнiше в [1, c. 47, 116]) можна вважати, що
оператор 1−u має замкнену множину значень. Тодi з розкладу (2) буде випливати, що опе-
ратор 1− u узагальнено-оборотний з узагальнено-оберненим оператором (1− u)−. У цьому
випадку множина розв’язкiв рiвняння (1 − u)x = y матиме вигляд x = π(c) + (1 − u)−y.
У випадку загальних локально опуклих просторiв зображення у виглядi збiжного оператор-
ного ряду може не бути. Для отримання такого зображення в [3] використовується теорема
Банаха про обернений оператор для (1 − u + π), яка виконується не завжди. В ультрабоч-
кових, бочкових та просторах Фреше ця теорема виконується i розклад, аналогiчний (4),
буде справедливим. Якщо простiр B буде бочковим, то з умови (а) теореми випливає умова
(а ′) [6, с. 965] й останню можна прибрати. Якщо простiр E є простором Фреше або нормо-
ваним, u — слабко компактний ендоморфiзм, степенi якого рiвностепенево неперервнi, то
зi слабкої компактностi випливає умова (а), й умова (b) виконується у вихiднiй топологiї.
Саме такi простори найчастiше й виникають у рiвняннях математичної фiзики. Якщо E —
простiр Банаха (або Фреше) й умову (b) замiнити умовою n−1‖un‖ → 0 або бiльш слаб-
кою умовою ‖un‖ 6 c (у просторi Фреше вiдповiдна збiжнiсть буде iндукована злiченною
системою напiвнорм, що породжують топологiю простору), то умова (а ′) буде автоматично
виконана. Нарештi в рефлексивних просторах умову (а) можна прибрати. Вiдзначимо та-
кож, що в роботi [7] метод рядiв Неймана поширено на випадок правильних операторiв за
бiльш сильних умов. Зауважимо також, що якщо оператор у правiй частинi (1) замiнити
на довiльний обмежений оператор B, що дiє з гiльбертового простору H1 в H2, то можна
повнiстю дослiдити розв’язнiсть рiвняння (1). А саме, можна довести, що довiльний обмеже-
ний оператор пiсля процесу поповнення, аналогiчного описаному вище, має узагальнений
псевдообернений.
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А.А. Покутный

Про развитие метода рядов Неймана обобщенного обращения

на спектре оператора в пространствах Банаха и Фреше

Обобщен метод рядов Неймана на случай нерастягивающих операторов. Снято условие

замкнутости множества значений рассматриваемого оператора.

O.O. Pokutnyi

Development of the Neimann’s series method of generalized invertibility

on the spectrum of an operator in Banach and Fréchet spaces

A generalization of the Neimann’s series method to the case of non-contractive operators is presen-

ted. The condition of closedness for the set of values of the operator under consideration is removed.
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УДК 517.9

С.М. Чуйко

Ускорение сходимости итерационной схемы

для нелинейной нетеровой краевой задачи

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.А. Бойчуком)

Для нахождения решений нетеровой краевой задачи для системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений в критическом случае на основе эффективного метода Ньютона–
Канторовича построена новая итерационная схема.

Постановка задачи. Для построения решения z(t, ε) ∈ C1[a, b], C[0, ε0] краевой задачи

dz

dt
= A(t)z + f(t) + εZ(z, t, ε), ℓz(·, ε) = α+ εJ(z(·, ε), ε) (1)

традиционно используется метод простых итераций [1, 2]. Достоинство этого метода заклю-
чается в простоте и численной устойчивости, однако сходимость итерационной схемы, по-
лучаемой по методу простых итераций, является линейной, поэтому естественно возникает
задача о построении итерационного процесса, обладающего ускоренной сходимостью. Для
решения поставленной задачи используем эффективный метод Ньютона–Канторовича [3, 4].
Решение нетеровой (m 6= n) краевой задачи (1) ищем в малой окрестности решения порож-
дающей задачи

dz0
dt

= A(t)z0 + f(t), ℓz0(·) = α, α ∈ R
m. (2)

Здесь A(t) — (n × n)-мерная матрица и f(t) — n-мерный вектор-столбец, элементы кото-
рых — непрерывные на отрезке [a, b] действительные функции, ℓz(·) — линейный ограни-
ченный векторный функционал ℓz(·) : C[a, b] → R

1. Нелинейности Z(z, t, ε) и J(z(·, ε), ε)
задачи (1) дважды непрерывно дифференцируемы по неизвестной z в малой окрестности
порождающего решения и непрерывно дифференцируемы по малому параметру ε в малой
положительной окрестности нуля. Кроме того, считаем вектор-функцию Z(z, t, ε) непрерыв-
ной по независимой переменной t на отрезке [a, b]. Предположим, что для порождающей
задачи (2) имеет место критический случай PQ∗ 6= 0 и выполнено условие

PQ∗

d
{α− ℓK[f(s)](·)} = 0; (3)

при этом порождающая задача (2) имеет r-параметрическое семейство решений z0(t, cr) =
= Xr(t)cr +G[f(s);α](t). Здесь Q = ℓX(·) — (m× n)-матрица, PQ∗ — (m×m)-матрица-ор-
топроектор PQ∗ : Rm → N(Q∗), X(t) — нормальная фундаментальная матрица (X(a) = In)
однородной части системы (2), (d×m)-мерная матрица PQ∗

d
составлена из d линейно неза-

висимых строк матрицы-ортопроектора PQ∗ ; (n × r)-мерная матрица Xr(t) составлена из
r-линейно независимых столбцов матрицы X(t),

G[f(s);α](t) = X(t)Q+{α− ℓK[f(s)](·)}+K[f(s)](t) —

© С. М. Чуйко, 2013
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обобщенный оператор Грина задачи (2), Q+ — псевдообратная матрица по Муру–Пенроузу,

K[f(s)](t) = X(t)

t
∫

a

X−1(s)f(s) ds —

оператор Грина задачи Коши для системы (2). Необходимое условие существования реше-
ния задачи (1) в критическом случае определяет следующая лемма [1].

Лемма 1. Пусть краевая задача (1) представляет критический случай PQ∗ 6= 0 и вы-
полнено условие (3) разрешимости порождающей задачи (2). Предположим также, что
задача (1) имеет решение, при ε = 0 обращающееся в порождающее z(t, 0) = z0(t, c

∗

r).
Тогда вектор c∗r ∈ R

r удовлетворяет уравнению

PQ∗

d
{J(z0(·, cr), 0) − ℓK[Z(z0(s, cr), s, 0)](·)} = 0. (4)

Предположим далее необходимое условие разрешимости задачи (1) выполненным. Фик-
сируя одно из решений c∗r ∈ R

r уравнения (4), ищем решение задачи (1)

z(t, ε) = z0(t, c
∗

r) + x(t, ε)

в окрестности порождающего решения

z0(t, c
∗

r) = Xr(t)c
∗

r +G[f(s);α](t).

Таким образом, приходим к задаче

dx(t, ε)

dt
= A(t)x(t, ε) + εZ(z0(t, c

∗

r) + x(t, ε), t, ε), (5)

ℓx(·, ε) = εJ(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε). (6)

Используя непрерывную дифференцируемость по первому аргументу функции Z(z, t, ε)
в окрестности порождающего решения и непрерывную дифференцируемость по третьему
аргументу, разлагаем эту функцию в окрестности точек x = 0 и ε = 0:

Z(z0(t, c
∗

r) + x(t, ε), t, ε) =

= Z(z0(t, c
∗

r), t, 0) +A1(t)x(t, ε) + εA2(t) +R1(z0(t, c
∗

r) + x(t, ε), t, ε),

где

A1(t) =
∂Z(z, t, ε)

∂z

∣

∣

∣

∣

∣z=z0(t,c∗r),
ε=0

, A2(t) =
∂Z(z, t, ε)

∂ε

∣

∣

∣

∣

∣z=z0(t,c∗r),
ε=0

.

Аналогично, используя непрерывную дифференцируемость (в смысле Фреше) по перво-
му аргументу векторного функционала J(z0(·, c

∗

r) + x(·, ε), ε) и непрерывность по второму
аргументу, выделяем линейные по x и по ε части ℓ1x(·, ε) и εℓ2(z0(·, c

∗

r), 0) этого функционала
и член J(z0(·, c

∗

r), 0) = J(z(·, 0), 0) нулевого порядка по ε в окрестности точек x = 0 и ε = 0:

J(z0(·, c
∗

r)+ x(·, ε), ε) = J(z0(·, c
∗

r), 0)+ ℓ1x(·, ε)+ εℓ2(z0(·, c
∗

r), 0)+ J1(z0(·, c
∗

r)+ x(·, ε), ε).
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Обозначим (d × r)-матрицу

B0 = PQ∗

d
{ℓ1Xr(·)− ℓK[A1(s)Xr(s)](·)};

при условии PB∗

0
= 0 операторная система x(t, ε) = Φx(t, ε) эквивалентна задаче о построе-

нии решения операторного уравнения на множестве функций x(t, ε), обращающихся в нуль
при ε = 0; здесь

Φx(t, ε) = −Xr(t)B
+
0 PQ∗

d
{εℓ1G[Z(z0 + x, s, ε);J(z0 + x, ε)](·) + εℓ2(z0(·, c

∗

r), 0) +

+ J1(z0 + x, ε)− ℓK[εA1(s)G[Z(z0 + x, τ, ε);J(z0 + x, ε)](s) + εA2(s) +

+R1(z0 + x, s, ε)](·)} + εG[Z(z0(s, c
∗

r) + x(s, ε), s, ε);J(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε)](t) +

+Xr(t)Pρcρ.

Оператор Φ(Z(z0(t, c
∗

r) + x(t, ε), s, ε);J(z0(·, c
∗

r) + x(·, ε), ε)) представляет собой суперпози-
цию билинейного по Z(z(s, ε), s, ε) и J(z(·, ε), ε) оператора, действующего на непрерывно
дифференцируемую по x функцию Z(z(t, ε), t, ε) и функционал J(z(·, ε), ε). Таким образом,
оператор Φx(t, ε) — непрерывный ограниченный оператор, действующий из пространства
непрерывных на отрезках [a, b] и [0, ε0] действительных вектор-функций x(t, ε) ∈ C1[a, b],
C[0, ε0] в себя. Производная последнего оператора имеет вид

∂Φ(z0(t, c
∗

r) + x(t, ε))

∂x
=

= −Xr(t)B
+
0 PQ∗

r

{

εℓ1G

[

∂Z(z0 + x, s, ε)

∂x
;
∂J(z0 + x, ε)

∂x

]

(·) +
∂J1(z0 + x, ε)

∂x
−

− ℓK

[

εA1(s)G

[

∂Z(z0 + x, τ, ε)

∂x
;
∂J(z0 + x, ε)

∂x

]

(s) +
∂R1(z0 + x, s, ε)

∂x

]

(·)

}

+

+ εG

[

∂Z(z0(s, c
∗

r) + x(s, ε), s, ε)

∂x
;
∂J(z0(·, c

∗

r) + x(·, ε), ε)

∂x

]

(t).

Для применения общей схемы метода Ньютона–Канторовича в критическом случае первого
порядка введем в рассмотрение оператор

ϕ(z0(t, c
∗

r) + x(t, ε)) = Φ(z0(t, c
∗

r) + x(t, ε))− x(t, ε).

В достаточно малой окрестности порождающего решения

det

[

∂Φ(z0(t, c
∗

r) + xk(t, ε))

∂x
− In

]

6= 0,

поскольку при ε → 0

det

[

∂Φ(z0(t, c
∗

r) + x(t, ε))

∂x
− In

]

> 1− det

[

∂Φ(z0(t, c
∗

r) + x(t, ε))

∂x

]

→ 1.

Предположим выполненным при достаточно малом ε ∈ [0; ε∗] условие

2γ1(ε)γ2(ε)γ3(ε) < 1.
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Здесь величины γ1(ε), γ2(ε), γ3(ε) гарантируют выполнение неравенств

∥

∥

∥

∥

{

∂ϕ(z0, ε)

∂z

}

−1∥
∥

∥

∥

6 γ1(ε), ‖ϕ(z0, ε)‖ 6 γ2(ε),

∥

∥

∥

∥

∂2ϕ(z(ε), ε)

∂z2

∥

∥

∥

∥

6 γ3(ε).

При этом, согласно теореме Канторовича [3, c. 680], приходим к следующему утверждению.
Теорема 1. Пусть краевая задача (1) представляет критический случай PQ∗ 6= 0

и выполнено условие (3) разрешимости порождающей задачи (2). Тогда для каждого прос-
того (PB∗

0
= 0) корня c∗r ∈ R

r уравнения (4) для порождающих констант задача (5), (6)

имеет по меньшей мере одно решение x(t, ε) ∈ C1[a, b], C[0, ε0], при ε = 0 обращающееся
в нулевое x(t, 0) ≡ 0. Задача (1) имеет в этом случае по меньшей мере одно решение:

z(t, ε) ∈ C1[a, b], C[0, ε0],

при ε = 0 обращающееся в порождающее z(t, 0) ≡ z0(t, c
∗

r), которое может быть найдено
при помощи сходящегося для ε ∈ [0, ε∗] итерационного процесса

zk(t, ε) = z0(t, c
∗

r) + xk(t, ε),

xk+1(t, ε) = xk(t, ε)−

[

∂Φ(z0(t, c
∗

r) + xk(t, ε))

∂x
− In

]

−1

[Φ(z0(t, c
∗

r) + xk(t, ε)) − xk(t, ε)],

x0(t, ε) ≡ 0, k = 0, 1, 2, . . . .

Приведенная итерационная схема обеспечивает квадратичную сходимость [5] в отличие
от полученных нами ранее итерационных процессов [6, 7].

Пример. Покажем, что все требования теоремы выполнены для задачи

dz

dt
= (2t− 1)z + εz ln z,

ℓz(·) = z(0, ε) − z(1, ε) = 0.

(7)

Нормальная фундаментальная матрица однородной части дифференциального уравне-
ния (7) — функция X(t) = et

2
−t; поскольку Q = ℓX(·) = 0, постольку имеет место кри-

тический случай; при этом r = d = 1. Решение порождающей задачи имеет вид z0(t, c
∗

r) =

= et
2
−t+1/6. Задача о нахождении периодического решения уравнения (7) представляет кри-

тический случай, при этом B0 = B−1
0 = 1, следовательно, в данном случае выполнены все

условия доказанной теоремы. Для нахождения первого приближения используем оператор

Φ(z0(t, c
∗

r)) = εe1/6et
2
−t

(

t

6
+

t3

3
−

t2

2

)

.

Производная этого оператора имеет вид

∂Φ(z0(t, c
∗

r))

∂x
= εG[A1(s); 0](t) + εXr(t)B

−1
0 PQ∗

r
ℓK{A1(s)G[A1(τ); 0](s)}(·).

В отличие от оператора Φ(z0(t, c
∗

r)), значение его производной Φ′

x(z0(t, c
∗

r)) не выражается
через элементарные функции. Для вычисления второго слагаемого воспользуемся разложе-
нием интеграла G[A1(s); 0](t) в ряд Тейлора в окрестности точки t = 1/2. Таким образом,
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на первом шаге итерационной схемы находим первое приближение z0(t, c
∗

r) + x1(t, ε) к пе-
риодическому решению уравнения (7); полагая ε = 0, 1, здесь

x1(t, ε) = −

[

∂Φ(z0(t, c
∗

r))

∂x
− 1

]

−1

· Φ(z0(t, c
∗

r)) ≈

≈ −5,31111 · 10−12 + 0,018594 · t− 0,0712929 · t2 + 0,105586 · t3 − 0,108013 · t4 +

+ 0,0854975 · t5 − 0,0459865 · t6 + 0,0152232 · t7 + 0,00522619 · t8 − 0,0103855 · t9 +

+ 0,00729421 · t10 + 0,000907002 · t11 − 0,00980691 · t12 + 0,0174217 · t13 −

− 0,0216099 · t14 + 0,0213278 · t15 − 0,0169551 · t16 + 0,0106973 · t17 −

− 0,00516626 · t18 + 0,00180097 · t19 − 0,000404909 · t20 + 0,0000446962 · t21.

Для нахождения второго приближения воспользуемся неограниченной дифференцируемо-
стью нелинейности Z(z0(t, c

∗

r) + x(t, ε), t, ε) уравнения (7) по неизвестной z(t, ε) в малой
окрестности порождающего решения z0(t, c

∗

r) и независимостью этой нелинейности от ма-
лого параметра ε. Разлагая нелинейность, вычисляем второе приближение z0(t, c

∗

r)+x2(t, ε)
к периодическому решению уравнения (7); здесь

x2(t; 0,1) ≈ −0,0000294344 + 0,019653 · t− 0,0771809 · t2 + 0,122051 · t3 − 0,13815 · t4 +

+ 0,12724 · t5 − 0,0913763 · t6 + 0,0542647 · t7 − 0,0198152 · t8 − 0,00292169 · t9 +

+0,0173311 · t10−0,0258518 · t11+0,0329137 · t12−0,0393473 · t13+0,0431496 · t14−

− 0,041112 · t15 + 0,0325485 · t16 − 0,020602 · t17 + 0,00998658 · t18 −

− 0,00348343 · t19 + 0,000780806 · t20 − 0,0000852132 · t21.

Точность полученных приближений демонстрирует последовательное уменьшение от ите-
рации к итерации норм невязок; действительно, при ε = 0, 1 имеем

∥

∥

∥

∥

A(t)z0(t, c
∗

r) + εZ(z0(t, c
∗

r), t, 0) −
dz0(t, c

∗

r)

dt

∥

∥

∥

∥

L2[0;1]

≈ 0,0196893;

∥

∥

∥

∥

A(t)x1(t, ε) + εZ(z0(t, c
∗

r) + x1(t, ε), t, ε) −
dx1(t, ε)

dt

∥

∥

∥

∥

L2[0;1]

≈ 1,23248 · 10−3;

∥

∥

∥

∥

A(t)x2(t, ε) + εZ(z0(t, c
∗

r) + x2(t, ε), t, ε) −
dx2(t, ε)

dt

∥

∥

∥

∥

L2[0;1]

≈ 6,28002 · 10−5.

Проверим далее условие сходимости; для этого согласно теореме Канторовича [3, c. 680, 682]
проверим выполнение в достаточно малой окрестности порождающего решения условия
2γ1(ε)γ2(ε)γ3(ε) < 1. Здесь величины γ1(ε), γ2(ε), γ3(ε) гарантируют выполнение неравенств

∥

∥

∥

∥

{

∂ϕ(z0, ε)

∂z

}

−1∥
∥

∥

∥

6 γ1(ε), ‖ϕ(z0, ε)‖ 6 γ2(ε),

∥

∥

∥

∥

∂2ϕ(z(ε), ε)

∂z2

∥

∥

∥

∥

6 γ3(ε).

При ε = 0,1 имеем γ1(ε) > (1,0589)−1. Далее

‖ϕ(z0, ε)‖ = ‖Φ(z0, ε)‖ =

∥

∥

∥

∥

ε · e1/6 · et
2
−t ·

(

t

6
+

t3

3
−

t2

2

)
∥

∥

∥

∥

≈ 0,00161145,
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следовательно, γ2(ε) > 0,00161145. Поскольку при ε = 0,1

γ1(ε) ≈ max
[0;1]

|ϕ′′(z0(t, c
∗

r) + x2(t, ε))| ≈ 1,25383,

постольку

2γ1(ε)γ2(ε)γ3(ε) ≈ 0,00381621 ≪ 1,

следовательно, при ε = 0,1 условие сходимости полученной итерационной схемы выполня-
ется.

Работа выполнена при финансовой поддержке Фонда фундаментальных исследований Герма-
нии (DFG; номер регистрации GZ:436UKR 13/103/0–1) и Государственного Фонда фундаменталь-
ных исследований Украины (номер государственной регистрации 0109U000381).

1. Boichuk A.A., Samoilenko A.M. Generalized inverse operators and Fredholm boundary-value problems. –
Utrecht; Boston: VSP, 2004. – 317 p.

2. Гребеников Е.А., Рябов Ю.А. Конструктивные методы анализа нелинейных систем. – Москва: Наука,
1979. – 432 с.

3. Канторович Л.В., Акилов Г.П. Функциональный анализ. – Москва: Наука, 1977. – 744 с.

4. Красносельский М.А., Вайникко Г.М., Забрейко П.П. и др. Приближенное решение операторных
уравнений. – Москва: Наука, 1969. – 455 с.

5. Деннис Дж., Шнабель Р. Численные методы безусловной оптимизации и решения нелинейных урав-
нений. – Москва: Мир, 1988. – 440 с.

6. Бойчук А.А., Чуйко С.М. Автономные слабонелинейные краевые задачи // Дифференц. уравнения. –
1992. – № 10. – С. 1668–1674.

7. Чуйко С.М. Ускорение сходимости итерационной процедуры для слабонелинейной краевой задачи //
Нелiнiйнi коливання. – 2006. – 9, № 1. – С. 127–132.

Поступило в редакцию 14.06.2012Славянский государственный педагогический
университет

С.М. Чуйко

Прискорення збiжностi iтерацiйної схеми для нелiнiйної нетерової

крайової задачi

Для знаходження розв’язкiв нетерової слабконелiнiйної крайової задачi для системи звичай-
них диференцiальних рiвнянь у критичному випадку з використанням методу Ньютона–
Канторовича побудовано нову iтерацiйну схему.

S.M. Chuiko

Acceleration of the convergence of an iteration procedure for

a nonlinear Noetherian boundary-value problem

The convergent iteration algorithm on the basis of Newton–Kantorovich’s method for the construc-
tion of the solutions of Noetherian weakly nonlinear boundary-value problem for a system of dif-
ferential equations is proposed.
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В.М. Теслюк

Методологiя системного проектування

нейрокомп’ютерних засобiв мобiльних робототехнiчних

систем

Розроблено методологiю системного проектування нейрокомп’ютерних засобiв мобiль-

них робототехнiчних систем, яка грунтується на iнтегральному пiдходi та розробле-

них принципах побудови таких систем, методах їх проектування та програмно-апа-

ратної реалiзацiї з використанням штучних нейронних мереж i сучасної елементної

бази на основi НВIС-структур, що дає змогу пiдвищити ефективнiсть архiтектурних

рiшень мобiльних робототехнiчних систем.

Сучасний етап розвитку мобiльних робототехнiчних систем орiєнтований на широке вико-
ристання нейрокомп’ютерних засобiв (НЗ) для оцiнювання даних, якi надходять вiд давачiв
в умовах завад i неповної iнформацiї. Такi нейрокомп’ютернi засоби розробляють на основi
паралельних, розподiлених та адаптивних технологiй обробки даних у реальному часi, якi
здатнi “вчитися” опрацьовувати данi, дiючi в iнформацiйному середовищi. Особливiстю НЗ,
якi використовуються в робототехнiчних системах, є здатнiсть синтезувати правила та здiй-
снювати їх модифiкацiю в процесi функцiонування. В мобiльних робототехнiчних системах
(МРС) вимагається опрацювання у реальному часi рiзних за iнтенсивнiстю надходження
потокiв даних на апаратних засобах, що задовольняють обмеження щодо габаритiв, енер-
госпоживання, вартостi та часу розробки. Розроблення таких засобiв вимагає широкого
використання сучасної елементної бази (напiвзамовних i замовних НВIС) та побудови но-
вих методiв, алгоритмiв i НВIС-структур для опрацювання та розпiзнавання зображень
на основi штучних нейронних мереж (ШНМ). Висока продуктивнiсть i ефективнiсть вико-
ристання обладнання у нейрокомп’ютерних засобах досягається розпаралеленням i конве-
єризацiєю процесiв обробки, апаратним вiдображенням структури алгоритму розв’язання
задачi в архiтектуру, яка адаптована до iнтенсивностi надходження потокiв даних. Тому
актуальною задачею сьогодення є розробка пiдходiв та методiв проектування нейрокомп’ю-
терних засобiв мобiльних робототехнiчних систем на основi сучасної елементної бази.
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Аналiз iснуючих дослiджень у галузi проектування НЗ мобiльних робототехнiчних сис-
тем [1–3] показує, що вони мають такi недолiки: не враховують вимоги конкретних застосу-
вань щодо апаратних затрат, габаритiв i споживаної потужностi; методи проектування та
синтезу не враховують особливостi сучасної елементної бази; методи, алгоритми обробки
та структури апаратних засобiв не орiєнтованi на НВIС-реалiзацiю та на роботу в режи-
мi реального часу i не забезпечується висока ефективнiсть використання апаратних за-
собiв.

З проведеного аналiзу випливає, що для забезпечення режиму реального часу та ви-
сокої ефективностi використання апаратних засобiв необхiдно використовувати спецiалiза-
цiю, конвеєризацiю, просторовий паралелiзм i узгодження iнтенсивностi надходження да-
них з обчислювальною здатнiстю апаратних засобiв. Тому метою дослiдження є розробка
методiв синтезу високоефективних нейрокомп’ютерних засобiв робототехнiчних систем.

Принципи побудови нейрокомп’ютерних НВIС-систем. Аналiз останнiх дослiд-
жень в галузi розроблення РС дає змогу сформулювати основнi принципи побудови архi-
тектур нейрокомп’ютерних НВIС-систем, якi повиннi повною мiрою використовувати мо-
жливостi НВIС-технологiї, враховувати вартiсть площi кристала, а також кiлькiсть вхiдних
i вихiдних виводiв. Число зовнiшнiх виводiв НВIС обмежене рiвнем технологiї та розмiром
кристала. Для забезпечення зменшення вартостi, термiнiв проектування i високої ефектив-
ностi використання обладнання в основу побудови нейрокомп’ютерних НВIС-систем про-
понується покласти такi принципи: модульностi, який передбачає розробку компонентiв
нейрокомп’ютерних систем (НС) у виглядi функцiонально завершених пристроїв (модулiв);
узгодженостi iнтенсивностi надходження даних з обчислювальною здатнiстю нейрокомп’ю-
терних систем; конвеєризацiї та просторового паралелiзму обробки даних; однорiдностi та
регулярностi архiтектури нейрокомп’ютерних систем; локалiзацiї та спрощення зв’язкiв мiж
елементами нейрокомп’ютерних систем; спецiалiзацiї та адаптацiї апаратно-програмних за-
собiв до структури алгоритмiв обробки та iнтенсивностi надходження даних; програмова-
ностi архiтектури шляхом використання репрограмованих ПЛIС.

Вибiр варiанта реалiзацiї нейрокомп’ютерних засобiв. Виходячи з вимог, якi ви-
суваються до нейрокомп’ютерних засобiв, наведемо можливi варiанти їх реалiзацiї: на основi
унiверсальних i функцiонально-орiєнтованих мiкропроцесорiв шляхом розробки спецiалi-
зованого програмного забезпечення; на основi унiверсального обчислювального ядра, до-
повненого НВIС-пристроями, якi реалiзують часомiсткi алгоритми функцiонування ШНМ;
у виглядi спецiалiзованої алгоритмiчної НВIС-системи, архiтектура якої апаратно вiдобра-
жає структуру алгоритму.

Перший варiант є доступним для широкого кола користувачiв. Перевагою цього варiан-
ту є можливiсть застосування ранiше розроблених програм, а його недолiками є невисока
швидкодiя, функцiональна i структурна надлишковiсть апаратних засобiв.

Другий варiант передбачає поєднання унiверсальних i спецiальних засобiв. Таке поєд-
нання забезпечує високу ефективнiсть використання обладнання при опрацюваннi у реаль-
ному часi потокiв даних за алгоритмами, якi є нерегулярними з великою кiлькiстю логiчних
операцiй. При цьому розробка нейрокомп’ютерних засобiв з заданими технiчними парамет-
рами зводиться до доповнення обчислювального ядра додатковими НВIС-пристроями.

Третiй варiант орiєнтований на обробку у реальному часi iнтенсивних потокiв даних
за складними нейроалгоритмами. Така реалiзацiя нейроалгоритмiв характеризуються вве-
денням додаткового обладнання i вiдсутнiстю промiжних пересилок iнформацiї в процесi
обчислення, а також спрощенням функцiї мiсцевого керування.
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Другий та третiй варiанти є найперспективнiшими для реалiзацiї нейрокомп’ютерних
засобiв мобiльних робототехнiчних систем. Данi варiанти передбачають НВIС-реалiзацiю
як базових операцiй нейроалгоритмiв, так i нейроалгоритмiв в цiлому.

Для НВIС-реалiзацiй нейроалгоритми повиннi забезпечувати детермiноване перемiщен-
ня даних, бути добре структурованими та орiєнтованими на реалiзацiю на множинi взаємо-
зв’язаних процесорних елементiв (ПЕ). Структура та операцiї, якi виконують ПЕ, залежить
вiд вимог, що висуваються до часу обчислення алгоритму. В бiльшостi випадкiв ПЕ реа-
лiзують базовi операцiї нейроалгоритмiв, групове пiдсумовування, обчислення скалярного
добутку та передатної функцiї. При розробцi або виборi нейроалгоритмiв для НВIС-реалi-
зацiй потрiбно одночасно враховувати багато взаємопов’язаних факторiв.

В першу чергу необхiдно, щоб алгоритми були рекурсивними та локально залежними.
В рекурсивному алгоритмi всi ПЕ повиннi виконувати приблизно однаковi операцiї. При
реалiзацiї рекурсивного алгоритму кожний iз ПЕ буде повторювати виконання фiксовано-
го набору операцiй над послiдовнiстю даних, що надходять. Ефективнiсть вiдображення
алгоритму на ПЕ безпосередньо пов’язана iз способом декомпозицiї розв’язання задачi пе-
ретворення на незалежнi базовi операцiї, що виконуються паралельно, або на залежнi, що
виконуються у конвеєрному режимi. Рекурсивнi алгоритми можна роздiлити на два класи
з локальними (обмiни здiйснюються тiльки мiж найближчими сусiднiми ПЕ) та глобаль-
ними пересилками даних.

Особливостi проектування нейрокомп’ютерних засобiв. Проектування нейроком-
п’ютерних засобiв складається з таких етапiв: вибору та розробки методiв i алгоритмiв
функцiонування нейрокомп’ютерних засобiв; визначення основних параметрiв апаратних
засобiв; переходу вiд алгоритму до структури апаратних засобiв [3].

Розробку нейрокомп’ютерних засобiв мобiльних робототехнiчних систем доцiльно здiйс-
нювати на основi компонентно-iєрархiчного пiдходу, який передбачає подiл процесу розроб-
ки на iєрархiчнi рiвнi та види забезпечення (алгоритмiчне, апаратне та програмне). Для
реалiзацiї такого пiдходу використовується метод декомпозицiї, який передбачає розбит-
тя засобiв на окремi компоненти, з яких синтезуються нейрокомп’ютернi засоби для ви-
мог конкретного застосування. На кожному рiвнi iєрархiї розв’язуються задачi вiдповiдної
складностi, якi характеризуються як одиницями iнформацiї, так i алгоритмами обробки.

За складнiстю опрацювання даних компоненти нейрокомп’ютерних систем можна роз-
дiлити на чотири iєрархiчнi рiвнi. Збiльшенню номера рiвня iєрархiї вiдповiдає збiльшення
деталiзацiї алгоритмiчних, апаратних i програмних засобiв. При цьому на вищих рiвнях
iєрархiї одиницi iнформацiї, алгоритми, програмнi та апаратнi засоби являють собою впо-
рядкованi сукупностi одиниць iнформацiї та композицiї алгоритмiв, програмних i апаратних
засобiв нижчих рiвнiв iєрархiї (табл. 1).

Методологiя послiдовної декомпозицiї, яка використовується при компонентно-iєрархiч-
ному пiдходi до розробки нейрокомп’ютерних засобiв мобiльних робототехнiчних систем,
вiдображає процес проектування “зверху вниз”.

На першому iєрархiчному рiвнi розробляються методи, алгоритми опрацювання даних,
структури апаратних та програмних засобiв. Здiйснюється вiдображення алгоритму роботи
у виглядi функцiонального графа F = (Φ,Γ), де Φ = {Φ1,Φ2, . . . ,Φn} — множина функцiо-
нальних операторiв; Γ — закон вiдображення зв’язкiв мiж операторами [5].

Другий рiвень iєрархiї складають методи, алгоритми та структури пiдсистеми керуван-
ня рухом i технiчного зору, якi реалiзуються на базi ШНМ, нейропроцесорiв, процесорiв
обробки сигналiв, мiкроконтролерiв та паралельної пам’ятi [2].
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Третiй iєрархiчний рiвень складається з методiв, алгоритмiв та структур компонентiв,
якi реалiзують базовi макрооперацiї алгоритмiв керування рухом i технiчного зору та нейро-
алгоритмiв. Для реалiзацiї елементiв третього рiвня розробляються паралельнi алгоритми,
НВIС-структури та програми.

До четвертого рiвня iєрархiї вiдносяться елементи, якi реалiзують операцiї нейронно-
го елемента, функцiї активацiї, радiально-базисної функцiї, скалярного добутку, групового
пiдсумовування. В функцiональному i структурному вiдношеннях елементи четвертого рiв-
ня грунтуються на елементарних арифметичних операцiях.

Компонентно-iєрархiчний пiдхiд до розробки нейрокомп’ютерних засобiв мобiльних ро-
бототехнiчних систем можна описати за допомогою такого виразу:

C1

МIТ =
n
⋃

i=1

C2i
МIТ

m
⋃

j=1

C3j
МIТ

h
⋃

p=1

C4p
МIТ,

де C2i
МIТ, C3j

МIТ, C4p
МIТ — засоби вiдповiдно другого, третього i четвертого iєрархiчних рiв-

нiв; n — кiлькiсть типiв пiдсистем; m — кiлькiсть типiв компонентiв; h — кiлькiсть типiв
операцiйних пристроїв.

Розробка архiтектури нейрокомп’ютерних НВIС-систем. Пропонується розроб-
ку архiтектури нейрокомп’ютерних НВIС-систем здiйснювати на основi iнтегрованого пiд-
ходу, який грунтується на можливостях сучасної елементної бази та охоплює структури,
методи, алгоритми функцiонування компонентiв i нейрокомп’ютерних систем, враховує ви-
моги конкретних застосувань та iнтенсивностi надходження даних.

При цьому задача проектування компонентiв i нейрокомп’ютерних систем зводиться до
формування множин вимог R = {R1, R2, . . . , Rk}, характеристик H = {H1,H2, . . . ,Hm}
i обмежень B = {B1, B2, . . . , Bk} та знаходження такого вектора H

∗ = [H∗

1 ,H
∗

2 , . . .,H
∗

m],

Таблиця 1. Рiвнi та види розробок нейрокомп’ютерних засобiв

Iєрархiчний
рiвень

Види забезпечення та виконуванi розробки

Алгоритмiчне Апаратне Програмне

1-й Методи та алгоритми функ-
цiонування НС

Структура нейрокомп’ютер-
ної системи

Структура програмних за-
собiв НС

2-й Методи та алгоритми функ-
цiонування пiдсистеми керу-
вання рухом та пiдсистеми
технiчного зору

Структури ШНМ, нейро-
процесорiв, процесорiв
обробки сигналiв, мiкро-
контролерiв, паралельної
пам’ятi

Програми реалiзацiї ШНМ,
програм керування рухом,
оцiнювання даних, компре-
сування та розпiзнавання
зображень

3-й Методи та алгоритми реалi-
зацiї компонентiв пiдсистем
керування рухом та технi-
чного зору

Структури базових компо-
нентiв пiдсистем керування
рухом та технiчного зору
нейронних елементiв, прист-
роїв для реалiзацiї макроо-
перацiй нейроалгоритмiв

Програми реалiзацiй ша-
рiв ШНМ, налаштування
ШНМ, обмiну, опитування
давачiв, макрооперацiй ней-
роалгоритмiв

4-й Методи та алгоритми реа-
лiзацiї нейронного елемента,
функцiї активацiї, радiаль-
но-базисної функцiї, скаляр-
ного добутку, групового пiд-
сумовування

Структури нейронного еле-
мента, операцiйних прист-
роїв для реалiзацiї радiаль-
но-базисної функцiї, скаляр-
ного добутку, групового пiд-
сумовування

Програми реалiзацiй ней-
ронного елемента, радiаль-
но-базисної функцiї, скаляр-
ного добутку, групового пiд-
сумовування
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H∗

i = fi(R,H,B), i = 1, . . .,m, який забезпечить максимальне значення ефективностi вико-
ристання обладнання E = max f(R,H∗, B).

Множину вимог R складає: R1 — кiлькiсть каналiв надходження даних md; R2 — розря-
днiсть каналiв надходження даних nd; R3 — частота надходження даних Fd; R4 — швидко-
дiя елементної бази, яка визначається часом затримки вентиля tв; R5 — кiлькiсть елементiв
(слiв) вхiдного масиву N ; R6 — розряднiсть вхiдного слова n. Множину характеристик H

становлять: H1 — загальна кiлькiсть зв’язкiв Z; H2 — просторова зв’язкова вiддаль ∆j;
H3 — конвеєрний такт tк; H4 — витрати обладнання W ; H5 — кiлькiсть типiв функцiональ-
них вузлiв s; H6 — кiлькiсть каналiв введення mвв; H7 — розряднiсть каналiв введення nвв;
H8 — кiлькiсть виводiв iнтерфейсу зв’язку Y . Обмеження B, якi необхiдно враховувати
при проектуваннi НВIС-систем реального часу, такi: B1 — точнiсть обчислення, що визна-
чається розряднiстю результату nр; B2 — час обчислення Tобч, повинен бути Tобч 6 Tобм,
де Tобч = tкNn/(mввnвв); Tобм — час обмiну, який визначається так: Tобм = Nn/(Fdmdnd).

Для вибору варiанта структури нейрокомп’ютерної НIВС-системи застосовується крите-
рiй ефективностi використання обладнання E, який враховує кiлькiсть виводiв iнтерфейсу,
однорiднiсть структури, кiлькiсть i локальнiсть зв’язкiв, зв’язує продуктивнiсть з витра-
тами обладнання та дає оцiнку елементам (вентилям) компонента за продуктивнiстю [2].
Кiлькiсна величина ефективностi використання обладнання для такого апаратного засобу
визначається таким чином:

E =
Gmкnк

tкNn

(

k1

s
∑

i=1

WФУi
di + k2Q+ k3Y

) ,

де G — складнiсть алгоритму опрацювання; tк — конвеєрний такт; WФУi — витрати облад-
нання у вентилях на реалiзацiю i-го функцiонального вузла; di — кiлькiсть функцiональних
вузлiв i-го типу; k1 — коефiцiєнт врахування однорiдностi k1 = f(s); k2 — коефiцiєнт вра-
хування регулярностi зв’язкiв k2 = f(∆j); k3 — коефiцiєнт врахування кiлькостi виводiв
iнтерфейсу зв’язку k3 = f(Y ).

Конвеєрний такт tк визначається за формулою tк =
l
∑

j

max tв, де l — кiлькiсть послiдовно

з’єднаних вентилiв у найповiльнiшiй сходинцi конвеєра, а ∆j — як рiзниця просторових
iндексiв.

До основних параметрiв оцiнки апаратних засобiв реального часу, крiм витрат облад-
нання, швидкодiї, ефективностi використання обладнання, пропонується використовувати
обчислювальну здатнiсть. Для обробки потокiв даних у реальному часi доцiльно засто-
совувати синхроннi структури з конвеєрною реалiзацiєю графiв нейроалгоритмiв, в яких
здiйснюється сумiщення у часi виконання функцiональних операторiв нейроалгоритму над
рiзними даними. Конвеєризацiя нейрокомп’ютерної системи передбачає роздiлення її на
сходинки шляхом введення буферної пам’ятi. При цьому кожна сходинка конвеєра скла-
дається з двох компонентiв: буферної пам’ятi та операцiйних пристроїв, що реалiзують
функцiональнi оператори ярусу. Для забезпечення високої швидкодiї та ефективностi ви-
користання обладнання функцiональнi оператори, якi реалiзуються у сходинках конвеєра,
мають бути простими та мати приблизно однаковий час реалiзацiї.

Перехiд вiд алгоритму розв’язання задачi до структури нейрокомп’ютерної НВIС-сис-
теми, яка працює в реальному часi, формально зводиться до мiнiмiзацiї витрат обладнання
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WНС = WIП +WП +WПУ +
k
∑

i=1

WПЕi
mi, де WНС, WПУ, WIП, WП, WПЕ — витрати обладна-

ння вiдповiдно на нейрокомп’ютерну систему, пристрої керування, iнтерфейснi пристрої,
пам’ять; k — кiлькiсть типiв ПЕ, i-й ПЕ; mi — кiлькiсть ПЕ i-го типу, при забезпеченнi
такої умови: Nn/(Fdmdnd) > tкNn/(mввnвв).

Основними шляхами мiнiмiзацiї апаратних затрат на реалiзацiю нейрокомп’ютерної
НВIС-системи є:

вибiр ефективних методiв i алгоритмiв реалiзацiї функцiональних операторiв нейроал-
горитмiв;

зменшення розрядностi операцiйних пристроїв, пам’ятi, кiлькостi i розрядностi каналiв
передачi даних;

узгодження iнтенсивностi надходження даних iз обчислювальною здатнiстю нейроком-
п’ютерної НВIС-системи.

На закiнчення зробимо такi висновки.
1. Розробку нейрокомп’ютерних засобiв мобiльних робототехнiчних систем доцiльно

здiйснювати на основi iнтегрованого пiдходу, який охоплює сучасну елементну базу, ме-
тоди та алгоритми реалiзацiї нейроалгоритмiв, архiтектури компонентiв i систем, враховує
вимоги конкретних застосувань, iнтенсивностi надходження даних i грунтується на таких
принципах побудови: конвеєризацiї та просторового паралелiзму обробки даних; модульно-
стi; однорiдностi та регулярностi архiтектури; спецiалiзацiї та адаптацiї апаратно-програм-
них засобiв до структури алгоритмiв обробки та iнтенсивностi надходження даних.

2. Для вибору архiтектури нейрокомп’ютерних НВIС-систем запропоновано застосову-
вати критерiй ефективностi використання обладнання, який враховує кiлькiсть виводiв iн-
терфейсу, однорiднiсть структури, кiлькiсть i локальнiсть зв’язкiв, зв’язує продуктивнiсть
з витратами обладнання та дає оцiнку елементам системи за продуктивнiстю.

3. Основними шляхами пiдвищення ефективностi використання обладнання нейроком-
п’ютерних НВIС-систем є: вибiр ефективних методiв i алгоритмiв реалiзацiї для НВIС-реа-
лiзацiї; зменшення розрядностi операцiйних пристроїв, пам’ятi, кiлькостi i розрядностi ка-
налiв передачi даних; узгодження iнтенсивностi надходження даних iз обчислювальною
здатнiстю апаратних засобiв на всiх рiвнях.

4. Визначено, що узгодження iнтенсивностi надходження даних iз обчислювальною здат-
нiстю НВIС-систем можна здiйснювати так: змiною тривалостi конвеєрного такту, кiлькостi
i розрядностi каналiв надходження даних в операцiйних пристроях.

5. Основними етапами синтезу нейрокомп’ютерних НВIС-систем є: вибiр та розробка
методiв i алгоритмiв узгоджено-паралельної обробки; визначення основних параметрiв апа-
ратних засобiв; перехiд вiд алгоритму до узгодженої паралельної структури.
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Член-корреспондент НАН Украины В.В. Грицык, И. Г. Цмоць, В.Н. Теслюк

Методология системного проектирования нейрокомпьютерных

средств мобильных робототехнических систем

Разработана методология системного проектирования нейрокомпьютерных средств мо-

бильных робототехнических систем, которая базируется на интегральном подходе и разра-

ботанных принципах построения таких систем, методах их проектирования и программ-

но-аппаратной реализации с использованием искусственных нейронных сетей и современной

элементной базы на основании СБИС-структур, что дает возможность повысить эффек-

тивность архитектурных решений мобильных робототехнических систем.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine V.V. Grytsyk, I.G. Tsmots,

V.M. Teslyuk

Methodology of the system design of neuro-computer instruments for

mobile robotic systems

A methodology of the system design of neuro-computer instruments for mobile robotic systems

is developed. It is based on the integral approach and principles of the design of such systems,

methods of their design and their program-practical realization with the use of artificial neuron

systems, and modern elements based upon НВIС-structures that enables to increase the efficiency

of architectural decisions for mobile robotic systems.
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УДК 519.854

В.О. Михайлюк

Полiномiальна порогова реоптимiзацiя задач

про узагальнену виконуванiсть з предикатами

обмеженої розмiрностi

(Представлено академiком НАН України I. В. Сергiєнком)

При виконаннi унiкальної iгрової гiпотези (UGC) для розв’язання задачi Ins-Max-
EkCSP-P (реоптимiзацiя Max-EkCSP-P при додаваннi довiльного обмеження) при k =
= const iснує полiномiальний оптимальний (пороговий) ψ(αZ)-наближений алгоритм,
де ψ(αZ) = 2 − 1/αZ i αZ — цiлочисловий розрив напiввизначеної (SDP) релаксацiї Max-
EkCSP-P задачi Z.

У задачах про узагальнену виконуванiсть (CSP задачах) є множина змiнних i множина
обмежень (вони задаються предикатами), кожне з яких залежить вiд деякого числа змiн-
них. Бiльш формально, CSP задача Q задається множиною предикатiв над скiнченною
областю [q] = {1, . . . , q}. Кожен екземпляр цiєї задачi складається з множини змiнних V
i множини обмежень на них. Задача полягає у знаходженнi такого приписування значень
змiнним, якi виконують (задовольняють) максимальне число обмежень. У загальному ви-
падку предикати можуть бути замiненi дiйсними платiжними функцiями, i задача полягає
в максимiзацiї загального платежу. Велика кiлькiсть оптимiзацiйних задач, таких як Max-
Cut i Max-k-Sat, є прикладами CSP задач. Бiльшiсть задач про узагальнену виконуванiсть
є NP-складними i їх точне розв’язання за допустимий час навряд чи можливе. Тому розгля-
даються ефективнi наближенi алгоритми розв’язання таких задач. Кажуть, що для задачi
максимiзацiї алгоритм є C-наближеним, якщо за допомогою нього для довiльного екзем-
пляра знаходиться розв’язок iз значенням цiльової функцiї, не меншим, нiж (1/C) · OPT ,
де OPT — глобальний оптимум. При цьому C називають вiдношенням апроксимацiї.

Вважається, що для задачi Q встановлена верхня оцiнка вiдношення апроксимацiї C,
якщо iснує полiномiальний C-наближений алгоритм її розв’язання. Для цiєї задачi вста-
новлена нижня оцiнка вiдношення апроксимацiї c, якщо для довiльного ε > 0 не iснує
полiномiального наближеного алгоритму її розв’язання, на якому досягається вiдношення
апроксимацiї c−ε. Якщо C = c, то для задачi Q встановлено порiг вiдношення апроксимацiї
C = c. Вiдповiдний алгоритм називається оптимальним, або пороговим.

Задача встановлення нижнiх оцiнок вiдношення апроксимацiї (як i довiльна задача отри-
мання нижнiх оцiнок складностi) є дуже важкою. Для неї iснує назва неапроксимованiсть
або складнiсть апроксимацiї. Значний вплив на розвиток методiв одержання нижнiх оцi-
нок мали вiдома PCP теорема [1] i дискретний аналiз Фур’є для тестування властивостей
задач [2].

Починаючи з роботи [3], що стосується задачi Max-Cut, напiввизначене програмування
(SDP) стало основним iнструментом у побудовi наближених алгоритмiв для CSP задач. Для
багатьох задач побудованi SDP релаксацiї i застосовуються вiдповiднi процедури ймовiр-
нiсного округлення отриманих розв’язкiв.
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Проблема неапроксимованостi була успiшно розв’язана для багатьох задач завдяки PCP
теоремi. Зокрема, Хастад [5] показав, що Max-E3-Lin-2 i Max-3-Sat є NP-складними для
апроксимацiї з вiдношеннями 2−ε i 8/7−ε вiдповiдно. Це означає, що найпростiший випад-
ковий алгоритм приписування є найкращим (оптимальним) для цих задач, якщо P 6= NP ,
або що вiдношення 2 i 8/7 є пороговими. Таким чином, iнодi випадковий алгоритм припи-
сування є оптимальним. Задачi (зокрема i предикати), для яких це має мiсце, називають
апроксимацiйно-стiйкими.

Останнiм часом встановлено тiсний зв’язок мiж поняттями апроксимацiйне вiдношен-
ня, вiдношення неапроксимованостi та цiлочисловий розрив простої SDP релаксацiї (що
визначається як максимальне вiдношення значення SDP розв’язку до значення оптимуму).
Унiкальна iгрова гiпотеза (UGC) була введена Кхотом [7] як можливий спосiб одержання
нових сильних результатiв з неапроксимованостi. Її можна сформулювати в термiнах унi-
кальної iгрової задачi, UGC є посиленням PCP теореми. Якщо виходити з UGC, отримаємо
неапроксимованiсть, основану на UGC, або умовну неапроксимованiсть.

З iстинностi UGC випливає, що проста SDP релаксацiя дає оптимальне вiдношення
апроксимацiї для CSP задачi. Вперше зв’язок мiж схемами округлення для SDP релаксацiї
i результатами з неапроксимованостi, що випливають з UGC, було встановлено в [9] для
булевих CSP задач вiд двох змiнних.

Поняття реоптимiзацiї [10, 11] полягає в наступному. Нехай Q — деяка NP -складна
(можливо NP -повна) задача, I — її початковий екземпляр, оптимальний розв’язок якого
вiдомий. Пропонується новий екземпляр I ′ задачi Q, отриманий деякими незначними змiна-
ми екземпляра I. Мета реоптимiзацiї при використаннi наближених методiв — застосування
знань про розв’язок початкового екземпляра I для досягнення кращої якостi наближення
(апроксимацiйного вiдношення) екземпляра I ′.

У [11] встановлено порогове вiдношення апроксимацiї для задачi Ins-Max-EkCSP-P (ре-
оптимiзацiя Max-EkCSP-P) з апроксимацiйно-стiйкими предикатами P . У данiй роботi до-
слiджується вiдношення апроксимацiї оптимальних наближених алгоритмiв реоптимiзацiї
задач про узагальнену виконуванiсть з предикатами обмеженої розмiрностi, якi не є апрок-
симацiйно-стiйкими.

Основнi означення i позначення [5, 12]. Пiд предикатом P розмiрностi k розумi-
тимемо вiдображення P : {−1, 1}k → {0, 1}. Для зручностi позначень вхiднi данi зi зна-
ченням −1 iнтерпретуємо як “iстина”, зi значенням 1 — як “хибнiсть”. Якщо предикат P
набуває вхiдного значення y, то P (y) = 1, iнакше — P (y) = 0. Таким чином, множина зна-
чень, що приймається предикатом P , позначається як P−1(1). Лiтерал — це булева змiнна
або її заперечення.

Означення 1. Нехай P : {−1, 1}k → {0, 1} — предикат. Екземпляр задачi Max-CSP-P
складається з m обмежень з вагами, кожне з яких є k-кортеж лiтералiв (zi1 , . . . , zik) з мно-
жини {x1, . . . , xn, x1, . . . , xn}. Всi змiннi в цьому кортежi вважаються рiзними. Обмеження
виконано тодi i тiльки тодi, коли P приймає цей кортеж. Розв’язком екземпляра є припи-

сування значень iстинностi до {x1, . . . , xn}. Значення розв’язку є
m
∑

i=1
P (zi1 , . . . , zik), де wi —

невiд’ємна вага i-го обмеження. Задача полягає в максимiзацiї цього значення. Коли P за-
лежить не бiльше нiж вiд k лiтералiв Max-CSP-P, будемо називати Max-kCSP-P, якщо в P
є k лiтералiв, то — Max-EkCSP-P.

Нехай wopt(I) — значення оптимального розв’язку екземпляра I.
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Означення 2. Алгоритм A є C-наближеним для задачi максимiзацiї, якщо для всiх
екземплярiв I задачi w(A, I) > (1/C)wopt(I), де w(A, I) — значення розв’язку алгоритму A
на входi I. При цьому кажуть, що A має апроксимацiйне вiдношення C. Для ймовiрнiсних
алгоритмiв w(A, I) — очiкуване значення (математичне сподiвання).

Введемо предикат XOR(x1, x2) = x1⊕x2. В подальшому як приклад будемо розглядати
задачу Max-Cut.

Означення 3 (Max-Cut). Для даного неорiєнтованого графу G = (V,E) iз множинами
вершин V i ребер E Max-Cut є задачею знаходження розбиття C = (V1, V2) вершин V (V =
= V1

⋃

V2, V1
⋂

V2 = ∅), яке максимiзує число елементiв множини (V1×V2)
⋂

E. Для заданої
вагової функцiї w : E → R+ Max-Cut зважена задача полягає в максимiзацiї

∑

e ∈ (V1 ×
× V2)

⋂

Ew(e).
Розглянемо бiльш детально задачу Max-Cut. Для графу G = (V,E) ця задача (макси-

мальний розрiз в графi) визначається так: знайти таке розбиття множини вершин V на
пiдмножини V1 i V2, щоб максимiзувати число ребер, якi утворюють розрiз. Якщо кожнiй
вершинi поставити у вiдповiднiсть булеву змiнну xi(xi = 1, i ∈ V1, xi = −1, i ∈ V2), то да-
ну задачу можна розглядати як Max-E2CSP-XOR або Max-E2-LIN з рiвняннями вигляду
xixj = −1.

Полiномiальнi оптимальнi (пороговi) наближенi алгоритми для Max-
EkCSP-P задач. Визначимо цiлочисловий розрив αMC SDP релаксацiї Max-Cut: αMC =

= sup
G

{

SDP (G)

OPT (G)

}

, де SDP (G) — оптимум релаксацiї. У роботах [4, 6] показано, що αMC =

=
π

2

1− cos θc
θc

≈ 1,138 (θc — “критичний кут”, на якому досягається максимум).

Розглянемо довiльну невиважену Max-EkCSP-P задачу Z (означення 1, всi ваги дорiв-
нюють 1). Нехай V = {x1, . . . , xn, x1, . . . , xn} — множина змiнних, E — множина обмежень.
Обмеження e ∈ E позначимо як e = (xe1 , . . . , xek), ei ∈ [2n] зi спецiальним порядком на
змiннi (вiдносно V ). Приписування є вiдображення ρ : V → {0, 1}, вiдображення виконує
обмеження e, якщо P (ρ(xe1), . . . , ρ(xek)) = 1. Позначимо OPT (I) оптимальний розв’язок
для екземпляра I задачi Z. Нехай SDP (I) — оптимум напiввизначеної релаксацiї (SDP

релаксацiї) Рагхавендри [12]. Визначимо цiлочисловий розрив αZ = sup
I∈Z

{

SDP (I)

OPT (I)

}

. У [13]

показано, як округлити розв’язок i знайти приписування з апроксимацiйним вiдношенням,
близьким до αZ . Результат Рагхавендри [12] в даному випадку можна навести у виглядi
теореми.

Теорема 1 [8]. Припустимо, iснує екземпляр I∗ Max-EkCSP-P задачi Z такий, що
SDP (I) > c й OPT (I) 6 s(αZ = c/s). Тодi для будь-якого γ > 0 iснують ε, δ > 0 i по-
лiномiальна зведенiсть вiд екземпляра унiкальної iгрової задачi до екземпляра I задачi Z
така, що:

(випадок-так): якщо OPT (U) > 1 − ε, то OPT (I) > c − γ;

(випадок-нi): якщо OPT (U) 6 δ, то OPT (I) 6 s + γ.

Зокрема, припускаючи UGC є NP-складним, апроксимувати Z з вiдношенням, строго
меншим αZ .

Наслiдок. Для будь-якої Max-EkCSP-P задачi Zпри виконаннi UGC iснує полiномiаль-
ний пороговий (оптимальний) αZ-наближений алгоритм.

Зауважимо, що теорема 1 трансформує цiлочисловий розрив у розрив неапроксимова-
ностi. Цiннiсть результату Рагхавендри полягає в тому, що навiть не знаючи явно точного
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значення цiлочислового розриву, можна встановити оптимальнiсть вiдповiдного полiномi-
ального наближеного алгоритму (використовуючи екземпляри цiлочислового розриву).

Полiномiальнi оптимальнi (пороговi) наближенi алгоритми для реоптимiзацiї
Max-EkCSP-P задач. Розглянемо довiльну невиважену Max-EkCSP-P задачу Z (озна-
чення 1).

Нехай V = {x1, . . . , xn, x1, . . . , xn} — множина змiнних, екземпляр I задачi Z такий,
що E = {e(1), . . . , e(m)} — множина з m обмежень. Обмеження e(j) ∈ E позначимо як

e(j) = (x
e
(j)
1
, . . . , x

e
(j)
k

), e
(j)
i ∈ [2n](1 6 j 6 m, 1 6 i 6 k) зi спецiальним порядком на змiн-

нi (вiдносно V ). Екземпляр I ′ задачi отримується з екземпляра I додаванням довiльного
(m + 1)-го обмеження e(m+1) (такої самої структури, як i e(j), 1 6 j 6 m). Визначимо ре-
оптимiзацiйний варiант задачi Max-EkCSP-P.

Задача Ins-Max-EkCSP-P. Вхiднi данi. Довiльний екземпляр I задачi Max-EkCSP-P,
x∗ — оптимальний розв’язок екземпляра I.

Результат. Знайти оптимальний розв’язок екземпляра I ′ (отриманого, виходячи з I,
як описано вище) задачi Max-EkCSP-P, використовуючи x∗.

Мета. Знайти x, яке максимiзує число виконаних обмежень екземпляра I ′.
Оскiльки задача Max-EkCSP-P є NP-складною, то можна показати, що такою буде i Ins-

Max-EkCSP-P.
Теорема 2. Якщо k = O(log n) i для задачi Max-EkCSP-P iснує полiномiальний ρ-наб-

лижений алгоритм, то для задачi Ins-Max-EkCSP-P (реоптимiзацiя Max-EkCSP-P) iснує
полiномiальний ψ(ρ)-наближений алгоритм, де ψ(ρ) = 2 − 1/ρ.

Теорема 3. Нехай для задачi Max-EkCSP-P iснує полiномiальний оптимальний (по-
роговий) ρ-наближений алгоритм, а для задачi Ins-Max-EkCSP-P (реоптимiзацiя Max-
EkCSP-P) — полiномiальний γ-наближений алгоритм, тодi γ > ψ(ρ).

Теорема 4. Якщо для задачi Max-EkCSP-P iснує полiномiальний оптимальний (поро-
говий) ρ-наближений алгоритм i k = O(log n), то для задачi Ins-Max-EkCSP-P (реопти-
мiзацiя Max-EkCSP-P) iснує полiномiальний оптимальний (пороговий) ψ(ρ)- наближений
алгоритм, де ψ(ρ) = 2 − 1/ρ.

Теорема 5. Припустимо, що має мiсце унiкальна iгрова гiпотеза UGC. Нехай Z —

довiльна невиважена Max-EkCSP-P задача з цiлочисловим розривом αZ = sup
I∈Z

{

SDP (I)

OPT (I)

}

i k = const. Тодi для задачi Ins-Max-EkCSP-P (реоптимiзацiя Max-EkCSP-P) iснує полiно-
мiальний оптимальний (пороговий) ψ(αZ)-наближений алгоритм, де ψ(αZ) = 2− 1/αZ .

Приклад. Розглянемо задачу Max-Cut. В наших позначеннях це буде задача Max-
E2CSP-XOR, а реоптимiзацiйний варiант — задача Ins-Max-E2CSP-XOR, отримана дода-
ванням довiльного ребра до Max-Cut. Згiдно з [4, 6], цiлочисловий розрив SDP релаксацiї

задачi Max-Cut дорiвнює αMC =
π

2

1− cos θc
θc

≈ 1,138. Тодi з теореми 5 випливає

Теорема 6. Якщо має мiсце унiкальна iгрова гiпотеза UGC, то для задачi Ins-Max-
E2CSP-XOR (реоптимiзацiя Max-Cut) iснує полiномiальний оптимальний (пороговий)
ψ(αMC)-наближений алгоритм, де ψ(αMC) = 2 − 1/αMC ≈ 1,121.

Таким чином, результати цiєї роботи iстотно залежать вiд iстинностi унiкальної iгрової
гiпотези UGC. Поряд iз задачами взаємовiдношень класiв складностi задач за включен-

ням (наприклад, P
?
6= NP ) це одна з основних вiдкритих проблем сучасної теоретичної

iнформатики.
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В.А. Михайлюк

Полиномиальная пороговая реоптимизация задач об обобщенной

выполнимости с предикатами ограниченной размерности

При выполнении уникальной игровой гипотезы для решения задачи Ins-Max-EkCSP-P (ре-
оптимизация Max-EkCSP-P при добавлении произвольного ограничения) при k = const су-
ществует полиномиальный оптимальный (пороговый) ψ(αZ)-приближенный алгоритм, где
ψ(αZ) = 2 − 1/αZ и αZ — целочисленный разрыв полуопределенной (SDP) релаксации Max-
EkCSP-P задачи Z.

V.O. Mikhailyuk

Polynomial threshold reoptimization of generalized satisfiability

problems with bounded arity predicates

When the unique game conjecture is hold for the problem Ins-Max-EkCSP-P (reoptimization of
Max-EkCSP-P under insertion of any constraint), an polynomial optimal (threshold) ψ(αZ)-appro-
ximation algorithm exists, where ψ(αZ) = 2− 1/αZ, k = const, and αZ is the integrality gap of a
semidefinite relaxation of the Max-EkCSP-P problem Z.
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