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Вiдсутнiсть арбiтражу в динамiчних економiчних

системах iз заданими доходами

(Представлено академiком НАН України М.О. Перестюком)

В моделi економiки обмiну знайдено необхiднi та достатнi умови строгої додатностi

розв’язкiв рiвнянь економiчної рiвноваги. Встановлено нерiвностi знизу для всiх рiвно-

важних цiнових векторiв. Сформульовано теорему про iснування економiчної динамi-

ки. Наведено необхiднi та достатнi умови вiдсутностi арбiтражних можливостей для

економiчних агентiв.

На практицi важливою задачею є вiдшукання умов вiдсутностi часового та просторово-
го арбiтражу у виглядi сукупностi обмежень на такi макроекономiчнi параметри, як цiна
грошей i цiни товарiв. Iснуючi моделi встановлюють умови неарбiтражностi в термiнах мар-
тингальних мiр (див. [1–5]). Проте на практицi математичнi моделi, що описують еволюцiю
цiн активiв, невiдомi. Тому побудова моделей загального вигляду i вiдшукання умов, за
яких арбiтражнi можливостi вiдсутнi, є актуальною проблемою.

У данiй роботi описується побудова неарбiтражної економiчної динамiки для випадку,
коли стратегiя поведiнки споживача не залежить вiд цiнового вектора. Така модель є надто
важливою тому, що задача вiдшукання рiвноважного цiнового вектора у кожному перiодi
функцiонування економiчної системи зводиться до розв’язання системи лiнiйних рiвнянь
(див. [6, 7]).

Попереднi результати. Дослiджуємо економiчну модель обмiну з пропорцiйним спо-
живанням i заданими доходами. У кожний перiод функцiонування економiки споживача
описуємо деяким вектором попиту, що заданий на деякому ймовiрнiсному просторi. З iншо-
го боку, кожен споживач має деякий набiр товарiв, який вiн бажає обмiняти на iнший набiр,
що визначається його вектором попиту. Крiм того, кожен споживач має заданий додатний
дохiд.

Розглядатимемо систему рiвнянь

l
∑

i=1

Cki

〈bi, p〉+Di

〈Ci, p〉
= ψk, k = 1, n, (1)

розв’язки якої описують стан рiвноваги в таких економiчних системах, де C = |Cki|
n,l
k=1,i=1

,

B = |bki|
n,l
k=1,i=1

є невiд’ємними матрицями, Ci = {Cki}
n
k=1 i bi = {bki}

n
k=1, i = 1, l, — невiд’єм-

нi вектори, побудованi за цими матрицями вiдповiдно, ψ = {ψk}
n
k=1 — строго додатний

вектор, Di > 0, i = 1, l. Припускатимемо також, що мають мiсце нерiвностi

n
∑

k=1

Cki > 0,

n
∑

k=1

bki > 0, i = 1, l,

l
∑

i=1

Cki > 0, k = 1, n. (2)
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Нижче наведено формулювання теореми 5.2.8 з [6, 7], яка встановлює необхiднi та дос-
татнi умови iснування строго додатного розв’язку системи рiвнянь (1).

Теорема 1. Нехай ψ = {ψk}
n
k=1 — строго додатний вектор, а i-й споживач має не-

вiд’ємний вектор запасу товарiв bi = {bki}
n
k=1 та кошти Di > 0, i = 1, l. Необхiдними та

достатнiми умовами iснування строго додатного розв’язку системи рiвнянь (1) стосов-
но вектора p ∈ Rn

+ є умови:
1) вектор ψ = {ψk}

n
k=1 належить внутрiшностi невiд’ємного конуса, утвореного ве-

кторами Ci = {Cki}
n
k=1, i = 1, l, тобто

ψ =

l
∑

i=1

yiCi, yi > 0, i = 1, l; (3)

2) вектор D = {Di}
l
i=1 належить внутрiшностi невiд’ємного конуса, утвореного ве-

кторами dk = {−bki + yiCki}
l
i=1, k = 1, n.

Надалi вважатимемо, що достатнi умови теореми 1 виконуються. Оцiнку знизу для ком-
понент цiнового вектора отримаємо, застосувавши теореми 6.1.1, 6.1.2 з [6, 7].

Перед тим як сформулювати основний результат цiєї частини, наведемо коротке доведе-
ння необхiдностi умов теореми 1. Нехай iснує строго додатний вектор p0, який є розв’язком
системи рiвнянь (1). Введемо позначення

yi =
〈bi, p〉+Di

〈Ci, p〉
, i = 1, l. (4)

Внаслiдок виконання нерiвностей (2) i строгої додатностi компонент вектораD маємо yi > 0,
i = 1, l, та справедлива рiвнiсть (3). З рiвностей (4) отримуємо систему рiвностей

〈−bi + yiCi, p0〉 = Di, i = 1, l, (5)

з якої i випливає умова 2 теореми 1 через строгу додатнiсть вектора p0.
Припускаємо, що виконуються умови (2).
Теорема 2. Нехай ψ = {ψk}

n
k=1 — строго додатний вектор, а i-й споживач має не-

вiд’ємний вектор запасу товарiв bi = {bki}
n
k=1 та кошти Di > 0, i = 1, l, i виконуються

такi умови:
1) вектор ψ = {ψk}

n
k=1 належить внутрiшностi r-вимiрного невiд’ємного конуса, утво-

реного векторами Ci = {Cki}
n
k=1, i = 1, l, тобто

ψ =

l
∑

i=1

yiCi, yi > 0, i = 1, l;

2) вектор D = {Di}
l
i=1 належить внутрiшностi r1-вимiрного невiд’ємного конуса,

утвореного векторами dk = {−bki + yiCki}
l
i=1, k = 1, n;

3) iснує пiдсистема r лiнiйно незалежних векторiв множини векторiв {Ci, i = 1, l}
таких, що вектор ψ належить внутрiшностi конуса, утвореного цiєю пiдсистемою век-
торiв;

4) iснує пiдсистема r1 лiнiйно незалежних векторiв множини векторiв {dk = −bk +
+ yCk, k = 1, n} таких, що вектор D = {Di}, i = 1, l, належить внутрiшностi конуса,
утвореного цiєю пiдсистемою векторiв.
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Тодi iснує такий набiр векторiв f1k , k = 1, l, що справедливi такi твердження:
1) iснує n − r1 + 1 лiнiйно незалежних невiд’ємних розв’язкiв системи рiвнянь (5) z1k

таких, що множину строго додатних розв’язкiв системи рiвнянь (5) задає формула

p =

n
∑

m=r1

γ1mz
1
m,

де

z1m={〈D, f11 〉−〈dm, f
1
1 〉p

∗

m, . . . , 〈D, f
1
r1
〉−〈dm, f

1
r1
〉p∗m, 0, . . . , p

∗

m, 0, . . . , 0}, m=r1+1, n,

zr1 = {〈D, f11 〉, . . . , 〈D, f
1
r1
〉, 0, . . . , 0},

p∗m =











min
s∈Km

〈D, f1s 〉

〈dm, f1s 〉
, Km = {s, 〈dm, f

1
s 〉 > 0},

1, 〈dm, f
1
s 〉 6 0, ∀s = 1, r1,

а компоненти вектора {γ1m}nm=r1
задовольняють умови

n
∑

m=r1

γ1m = 1, γ1m > 0, m = r1, n,

n
∑

m=r1+1

〈dm, f
1
i 〉p

∗

mγ
1
m < 〈D, f1i 〉, i = 1, r1;

2) iснує строго додатний вектор p, який є розв’язком системи рiвнянь 1 i для компо-
нент якого виконуються нерiвностi







pi > γ1r1〈D, f
1
i 〉, i = 1, r1,

pi > γ1i p
∗

i , i = r1 + 1, n.
(6)

Постановка задачi. Припустимо, що економiчна система функцiонує протягом N

перiодiв, N < ∞. У t-му перiодi функцiонування економiки вектори попиту Ct
i (ω) =

= {Ct
ki(ω)}

n

k=1
, i = 1,l, задаються на iмовiрнiсному просторi {Ω,F , P}. Також припустимо,

що рiвнi споживання у t-му перiодi задано деяким випадковим вектором

yt(ω) = {yti(ω)}
l

i=1
,

всi компоненти якого є строго додатними, тобто yti(ω) > 0. Цей вектор називатимемо векто-
ром ступенiв задоволення потреб споживача (див. [6, 7]). Таким чином, вектор пропозицiї
в t-му перiодi задається формулою

ψt(ω) =

l
∑

i=1

Ct
i (ω)y

t
i(ω).

Нижче наведено теорему, що встановлює достатнi умови iснування економiчної динамiки
i яка є наслiдком попереднiх результатiв.
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Теорема 3. Нехай множина векторiв Ct
i (ω), i = 1, l, якi є стовпчиками матрицi

Ct(ω) = ‖Ct
ki(ω)‖

n,l
k=1,i=1

, задовольняє нерiвностi

n
∑

k=1

Ct
ki(ω) > 0, i = 1, l,

ll
∑

i=1

Ct
ki(ω) > 0, k = 1, n, t = 1,N,

Ct
ks(ω) > 0, k = 1, n, s = 1, l, t = 1, N.

(7)

Нехай ψt = {ψt
k(ω)}

n
k=1, t = 1,N , — строго додатний вектор, а i-й споживач має не-

вiд’ємний вектор запасу товарiв bti = {btki(ω)}
n
k=1 та кошти Dt

i(ω) > 0, i = 1, l, t =
= 1,N . Необхiдними та достатнiми умовами iснування з iмовiрнiстю 1 строго додатного
розв’язку системи рiвнянь

l
∑

i=1

Ct
ki(ω)

〈bti, p
t〉+Dt

i

〈Ct
i (ω), p〉

= ψt
k(ω), k = 1, n, t = 1, N, (8)

стосовно цiнового вектора pt ∈ Rn
+ є умови:

1) вектор ψt = {ψt
k(ω)}

n
k=1 належить внутрiшностi r-вимiрного невiд’ємного конуса,

утвореного векторами Ct
i = {Ct

ki(ω)}
n
k=1, i = 1, l, тобто

ψt =
l

∑

i=1

yti(ω)C
t
i (ω), yti > 0, i = 1, l, t = 1, N ; (9)

2) вектор Dt = {Dt
i}

l
i=1 належить внутрiшностi r1-вимiрного невiд’ємного конуса,

утвореного векторами dtk = {−btki + yti(ω)C
t
ki(ω)}

l
i=1, k = 1, n, t = 1,N .

Припустимо, що в t-му перiодi функцiонування економiчної системи k-та компонента
ptk випадкового рiвноважного цiнового вектора pt визначає цiну k-го товару, k = 1, nt.
Вважатимемо, що перша компонента pt1 цього вектора визначає рiвноважну цiну грошей,
а ψt

1(p
t) визначає пропозицiю грошей в t-му перiодi функцiонування економiчної системи.

Припустимо також, що короткий продаж товарiв можливий тiльки в межах кожного пе-
рiоду функцiонування економiчної системи.

На iмовiрнiсному просторi {Ω,F , P}, де еволюцiя цiн на товари задається теоремою 3,
визначимо еволюцiю цiн пiдмножини n0 6 nt, N0 6 t 6 N1, товарiв за правилом

St = {pti1 , . . . , p
t
in0

}, N0 6 t 6 N1, ik < ik+1, k = 1, n0 − 1. (10)

Введемо еволюцiю неризикового активу правилом

Bt =

t
∏

i=N0

(1 + pi1), t = N0, N1, (11)

де pt1 — рiвноважна цiна грошей в t-му перiодi функцiонування економiчної системи.
Означення 1. Економiчну динамiку, означену в теоремi 3, називатимемо неарбiтраж-

ною, якщо для будь-якої пiдмножини множини товарiв, визначеної iндексами i1, . . . , in0

i довiльними числами 1 6 N0 < N1 6 N , для еволюцiї цiн активiв, заданої законом (10), та
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еволюцiї неризикового активу, заданої законом (11), множина самофiнансованих арбiтраж-
них стратегiй без коротких продажiв мiж перiодами функцiонування економiчної системи
є порожньою.

Сформулюємо тепер загальнi умови вiдсутностi арбiтражу в динамiчних системах без
коротких продажiв.

Теорема 4. Нехай на ймовiрнiсному просторi {Ω,F , P} з фiльтрацiєю Fn, n = 1, N ,
задано випадкову еволюцiю неризикового активу законом Bn, n = 1, N , так, що вико-
нуються умови: iснує невипадкова константа D < ∞ така, що 1 6 Bn 6 D, n = 1, N ,
ω ∈ Ω, i нехай еволюцiя цiн n0 > 1 ризикових активiв задається правилом Sn = {Si

n}
n0

i=1
,

n = 1, N . Якщо
{

Sn

Bn

,Fn

}

, n = 1, N,

є супермартингалом, то множина самофiнансованих арбiтражних стратегiй без корот-
ких продажiв порожня.

Як i ранiше, припускаємо, що перша компонента цiнового вектора pt = {pti}
nt

i=1
визначає

вартiсть грошей в t-му перiодi функцiонування економiчної системи.
Теорема 5. Економiчна динамiка, означена в теоремi 3, є неарбiтражною, якщо за

iмовiрнiстю 1 виконуються нерiвностi

pt+1

k 6 ptk(1 + f t+1(pt+1

1
)), k = 2, nt, t = 1, N,

де pt = {ptk}
nt

k=1
— рiвноважний цiновий вектор в t-му перiодi функцiонування економiчної

системи, f t(x), t = 1, N , — множина невiд’ємних функцiй, що задовольняють умову 0 6

6 f t(x) 6 x, t = 1, N .
Позначимо

rt0 = rt0(ω) = min
i
ψt
i(ω), Rt

0 = Rt
0(ω) = max

i
ψt
i(ω), At = At(ω) =

n
∑

i=1

pti(ω)ψ
t
i(ω),

lt0 = lt0(ω) = min
i=1,rt

1

{γ1,t
rt
1

〈Dt, f
1,t
i (ω)〉}, lt1 = lt1(ω) = min

i=rt
1
+1,n

{γ1,ti p
∗,t
i },

де f1,ti i γ1,ti визначенi теоремою 2 у перiодi t. Вважається, що умови теореми 2 виконуються
в кожному перiодi t = 1, N . Виконуються нерiвностi

pti(ω) 6
At(ω)

rt
0
(ω)

, pti(ω) > min
j=1,2

{ltj(ω)}, i = 1, n.

Теорема 6. Нехай множина векторiв Ct
i (ω), i = 1, l, що є стовпчиками матрицi

Ct(ω) = ||Ct
ki(ω)||

n,l
k=1,i=1

, задовольняє нерiвностi (7) i нехай вектори

yt(ω) = {yti(ω)}
l
i=1, bi(ω) = {bki(ω)}

n
k=1, Di(ω) > 0, i = 1, l,

є строго додатними для всiх ω ∈ Ω. Нехай у кожному перiодi t виконуються умови тео-
реми 2 з iмовiрнiстю 1. Економiчна динамiка, означена в теоремi 3, неарбiтражна, якщо
нерiвностi

At+1

rt+1

0

6 min
j=1,2

{ltj(ω)}
(

1 + δ min
j=1,2

{lt+1

j (ω)}
)

, t = 1, N, (12)

виконуються з iмовiрнiстю 1 для деякого 0 < δ < 1.
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Доведення. Якщо виконуються нерiвностi (12), то нерiвностi

pt+1

i 6 pti(1 + δpt+1

1
), i = 2, n, (13)

виконуються з iмовiрнiстю 1 згiдно з теоремою 2. Застосовуючи теорему 5, з f t(x) = δx,
0 < δ < 1, отримуємо доведення теореми.
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Отсутствие арбитража в динамических экономических системах

с заданными доходами

В модели экономики обмена найдены необходимые и достаточные условия строгой поло-

жительности решений уравнений экономического равновесия. Получены неравенства снизу

для всех равновесных ценовых векторов. Сформулирована теорема существования экономи-

ческой динамики. Даны необходимые и достаточные условия отсутствия арбитражных

возможностей для экономических агентов.

S.V. Kuchuk-Iatsenko

Arbitrage absence in economic dynamical systems with fixed gains

The necessary and sufficient conditions of the strict positiveness of equilibrium price vectors are

found for the exchange economy model. For all solutions of the set of equations of equilibrium,

the inequalities from below are established. The theorem of existence for the economy dynamics

is stated. The sufficient conditions of the absence of space and time arbitrage opportunities for

economic agents are presented.
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