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В класi лiнiйних неперервних операторiв, що дiють у просторах аналiтичних функцiй,

одержано опис узагальнених власних значень та узагальнених власних елементiв опера-

тора диференцiювання, оператора iнтегрування, оператора зсуву та оператора Помм’є.

Нехай G — довiльна область комплексної площини. Через H(G) позначимо простiр усiх ана-
лiтичних в областi G функцiй, що надiлений топологiєю компактної збiжностi [1], а сим-
волом L(H(G)) — множину всiх лiнiйних неперервних операторiв, що дiють в H(G). Не-
хай A — деякий оператор з класу L(H(G)). Комплексне число λ називається узагальненим
власним значенням оператора A, якщо iснує ненульовий оператор T ∈ L(H(G)), для якого
виконується рiвнiсть

AT = λTA.

При цьому оператор T називається узагальненим власним елементом оператора A, що вiд-
повiдає власному значенню λ. Вiдзначимо, що в роботах [2–4] викладенi основи узагальненої
спектральної теорiї операторiв. В [5–7] одержано опис узагальнених власних значень опе-
раторiв iнтегрування в деяких банахових просторах.

У цьому повiдомленнi описано узагальненi власнi значення i вiдповiднi узагальненi вла-
снi елементи деяких класичних операторiв у просторi H(G) для довiльної областi G ком-
плексної площини.

1. Опис узагальнених власних значень оператора диференцiювання. Число
λ = 0 є узагальненим власним значенням оператора диференцiювання D у просторi H(G)
i множина вiдповiдних узагальнених власних елементiв оператора диференцiювання збiга-
ється з множиною всiх лiнiйних неперервних функцiоналiв на просторi H(G). Опишемо всi
iншi узагальненi власнi значення оператора диференцiювання.

Теорема 1. Нехай G — довiльна опукла область в C. Для того щоб ненульове комплекс-
не число λ було узагальненим власним значенням оператора диференцiювання в просторi

H(G), необхiдно i достатньо, щоб множина M =

{

t ∈ C : t + G ⊂
1

λ
G

}

була вiдмiнною

вiд порожньої. Якщо M 6= ∅, то множина вiдповiдних узагальнених власних елементiв
оператора диференцiювання описується формулою

(Tf)(z) =
1

2πi

∫

γn

ψ(t− z)f(λt) dt, (1)

де f ∈ H(G), z ∈ Gn, а функцiя ψ є аналiтичною в деякiй областi K, яка мiстить нескiн-
ченно вiддалену точку i така, що C \ K є пiдмножиною множини M .
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Множина Gn та контур γn в (1) вибираються за означенням локально аналiтичної при

t ∈
1

λ
(∁G) та z ∈ G функцiї ψ(t − z) [8].

Наведемо деякi застосування цiєї теореми.
1. Нехай G = C. Тодi множина узагальнених власних значень оператора диференцi-

ювання в просторi цiлих функцiй H(C) збiгається з множиною усiх комплексних чисел.
При цьому множина всiх узагальнених власних елементiв оператора диференцiювання, що
вiдповiдають ненульовому узагальненому власному значенню λ, описується формулою

(Tf)(z) =

∞
∑

n=0

anλ
nf (n)(λz), (2)

де (an)
∞
n=0 — послiдовнiсть комплексних чисел, яка задовольняє умову lim

n→∞

n

√

n!|an| < ∞.

2. Нехай GR = {z ∈ C : |z| < R}, 0 < R < ∞. Тодi множина узагальнених власних
значень оператора диференцiювання в просторi H(GR) збiгається з множиною λ ∈ C : |λ| 6
6 1. При цьому множина всiх узагальнених власних елементiв оператора диференцiювання,
що вiдповiдають ненульовому узагальненому власному значенню λ, описується формулою
(2), де (an)

∞
n=0 — послiдовнiсть комплексних чисел, яка задовольняє умову lim

n→∞

n

√

n!|an| 6

6
1− |λ|

|λ|
R.

3. Нехай G = {z ∈ C : Im z > 0}. Тодi множина узагальнених власних значень оператора
диференцiювання у вiдповiдному просторi H(G) збiгається з множиною усiх дiйсних невiд’-
ємних чисел. При цьому множина всiх узагальнених власних елементiв оператора дифе-
ренцiювання, що вiдповiдають узагальненому власному значенню λ ∈ (0,+∞), описується
формулою (1), в якiй M = {t ∈ C : I Im t > 0}.

4. Нехай G = {z ∈ C : − h < Im z < h}, h > 0. Тодi множина узагальнених власних
значень оператора диференцiювання у вiдповiдному просторi H(G) збiгається з множиною
усiх дiйсних чисел вiдрiзка [−1, 1]. При цьому M = R.

2. Опис узагальнених власних значень оператора зсуву. Через Eh, h ∈ C \ {0},
позначимо оператор зсуву, який лiнiйно та неперервно дiє в просторi цiлих функцiй H(C)
за правилом (Ehf)(z) = f(z + h).

Теорема 2. Для того щоб комплексне число λ було узагальненим власним значенням
оператора Eh у просторi H(C), необхiдно i достатньо, щоб λ 6= 0. Якщо λ 6= 0, то вiдпо-
вiднi узагальненi власнi елементи оператора Eh у просторi H(C) описуються формулою

(Tf)(z) = exp

(

lnλ

h
z

) ∞
∑

n=0

ψn(z)f
(n)(z),

де (ψn(z))
∞
n=0 — послiдовнiсть цiлих функцiй, якi перiодичнi з перiодом h i задовольняють

умову

∀ r <∞, lim
n→∞

n

√

n!max
|z|6r

|ψn(z)| <∞.

3. Опис узагальнених власних значень оператора Помм’є. Нехай область G ком-
плексної площини мiстить початок координат. Оператор Помм’є ∆ лiнiйно i неперервно дiє
в H(G) за правилом (∆f)(z) = (f(z) − f(0))/z при z 6= 0 i (∆f)(0) = f ′(0).

26 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №2



Теорема 3. Нехай G — ознозв’язна область в C, 0 ∈ G. Для того щоб комплексне
число λ було узагальненим власним значенням оператора Помм’є ∆, необхiдно i достат-
ньо, щоб λG ⊂ G. При виконаннi цiєї умови узагальненi власнi елементи оператора ∆, що
вiдповiдають узагальненому власному значенню λ, описуються формулою

(Tf)(z) = L
ζ

(

λzf(λz)− ζf(ζ)

λz − ζ

)

,

де L — довiльний лiнiйний неперервний функцiонал на просторi H(G).
4. Опис узагальнених власних значень узагальнених зсувiв, породжених опе-

ратором Помм’є. Для числа h ∈ G \ {0} через Th позначатимемо оператор узагальненого
зсуву, який породжений оператором Помм’є i лiнiйно та неперервно дiє в H(G) за правилом

(Thf)(z) =
zf(z)− hf(h)

z − h

при z 6= h i (Thf)(h) = f(h) + hf ′(h) [9].
Теорема 4. Нехай G — довiльна однозв’язна область комплексної площини i h ∈ G,

причому h 6= 0. Для того щоб ненульове комплексне число λ було узагальненим власним
значенням оператора Th у просторi H(G), необхiдно i достатньо, щоб λh/(λ − 1) 6∈ G
i ψ(G) ⊂ G, де ψ(z) = hz/(λh + z − λz). При виконаннi цих умов множина узагальнених
власних елементiв T оператора Th описується формулою

(Tf)(z) = ϕ(z)L
ζ

[

(ψ(z) − h)f(ψ(z)) − (ζ − h)f(ζ)

ψ(z) − ζ

]

,

де ϕ(z) = h/(λh + z − λz), а L — довiльний лiнiйний неперервний функцiонал на просторi
H(G).

Зауважимо, що число λ = 0 є узагальненим власним значенням оператора Th у просторi
H(G) тодi i тiльки тодi, коли 0 6∈ G. У випадку 0 6∈ G множина узагальнених власних
елементiв оператора Th у просторi H(G), якi вiдповiдають λ = 0, описується формулою
T = (h/z)L, де L — довiльний лiнiйний неперервний функцiонал на просторi H(G).

5. Опис узагальнених власних значень оператора iнтегрування. Нехай G — зiр-
кова вiдносно початку координат область в C. Через J позначимо вольтерiвський оператор
iнтегрування, який дiє в H(G) за правилом

(J f)(z) =

z
∫

0

f(t) dt,

причому iнтегрування здiйснюється по вiдрiзку, що з’єднує точки 0 та z.
Теорема 5. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно початку координат область в C. Для

того щоб комплексне число λ було узагальненим власним значенням оператора iнтегру-
вання J в H(G), необхiдно i достатньо, щоб G ⊂ λG. При виконаннi цiєї умови множина
всiх узагальнених власних елементiв оператора J , що вiдповiдають узагальненому влас-
ному значенню λ, визначається формулою

(Tf)(z) =
d

dz

( z
∫

0

ϕ(z − t)f

(

t

λ

)

dt

)

, (3)

де ϕ — довiльна функцiя з простору H(G).
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Подiбним чином описуються узагальненi власнi значення оператора iнтегрування в iн-
ших просторах аналiтичних функцiй.

Нехай D = {z ∈ C : |z| < 1} i n — деяке натуральне число. Через C(n)(D) позначимо
банахiв простiр усiх аналiтичних на множинi D i n-кратно неперервно диференцiйовних на
D функцiй з нормою

‖f‖n = max{max
z∈D

|f(z)|,max
z∈D

|f ′(z)|, . . . ,max
z∈D

|f (n)(z)|}.

Цей простiр та його узагальнення описанi в [10].
Теорема 6. Для того щоб комплексне число λ було узагальненим власним значенням

оператора iнтегрування в просторi C(n)(D), необхiдно i достатньо, щоб |λ| > 1. При
виконаннi цiєї умови множина узагальнених власних елементiв оператора iнтегрування
в просторi C(n)(D), що вiдповiдають узагальненому власному значенню λ, описується
формулою (3), в якiй ϕ — довiльна функцiя з простору C(n)(D).

Зазначимо, що в теоремi 2 [5] стверджується, що множина узагальнених власних значень
оператора iнтегрування в просторi C(n)(D) збiгається з множиною C\{0}. Як випливає з те-
ореми 6, це твердження є неправильним. При помилковому доведеннi в [5] того, що кожне
комплексне число λ, яке задовольняє умову 0 < |λ| < 1, є узагальненим власним значенням
оператора iнтегрування в просторi C(n)(D), задача про знаходження ненульових розв’язкiв
операторного рiвняння J T = λTJ зведена до опису розв’язкiв деякого допомiжного опе-
раторного рiвняння. В [5] стверджується без обгрунтування, що це рiвняння має ненульовi
розв’язки. Як випливає з теореми 6, це не так.

Подiбним чином, як це зроблено в теоремах 1–5, описуються також узагальненi власнi
значення i вiдповiднi узагальненi власнi елементи в просторах H(G) оператора множення
на незалежну змiнну, оператора узагальненого iнтегрування Гельфонда–Леонтьєва Jρ,µ [11]
та оператора узагальненого диференцiювання Гельфонда–Леонтьєва Dρ,µ [12].
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Ю.С. Линчук

Описание обобщенных собственных значений и обобщенных

собственных элементов некоторых классических операторов

В классе линейных непрерывных операторов, действующих в пространствах аналитических

функций, получено описание обобщенных собственных значений и обобщенных собствен-

ных элементов оператора дифференцирования, оператора интегрирования, оператора сдвига

и оператора Поммье.

Yu. S. Linchuk

Description of the extended eigenvalues and eigenvectors of some

classical operators

Description of the extended eigenvalues and eigenvectors of a linear differentiation operator, integra-

tion operator, shift operator, and the Pommier operator acting in the spaces of analytic functions

is obtained.
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