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Доказаны различные теоремы сходимости для общих пространственных гомеоморфиз-

мов и на этой основе получены теоремы сходимости и компактности для классов так

называемых кольцевых Q-гомеоморфизмов. В частности, установлено, что класс коль-

цевых Q-гомеоморфизмов f в R
n, фиксирующих две точки, компактен при Q конечного

среднего колебания. Полученные результаты будут иметь широкие приложения к клас-

сам Соболева и более общим классам Орлича–Соболева.

В настоящей работе мы приводим некоторые сведения из теории сходимости общих го-
меоморфизмов и развиваем теорию компактности для так называемых кольцевых Q-го-
меоморфизмов. Кольцевые Q-гомеоморфизмы были введены сначала на плоскости в связи
с изучением вырожденных уравнений Бельтрами (см., например, [1, 2]). Теория кольце-
вых Q-гомеоморфизмов имеет также приложения к различным классам отображений с ко-
нечным искажением, интенсивно изучаемых в последнее время. Данная работа является
естественным продолжением наших работ [3, 4].

Напомним, что борелева функция ρ : Rn → [0,∞], n > 2, называется допустимой для
семейства Γ кривых γ в R

n, пишут ρ ∈ admΓ, если
∫

γ

ρ(x)|dx| > 1 ∀ γ ∈ Γ.

Модулем семейства кривых Γ называется величина

M(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫

Rn

ρn(x) dm(x).

Пусть D — область в R
n, n > 2, E, F ⊂ R

n — произвольные множества. Обозначим
через Γ(E,F,D) семейство всех кривых γ : [a, b] → R

n, которые соединяют E и F в D,
т. е. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F и γ(t) ∈ D при a < t < b. Следующее определение мотивировано
кольцевым определением квазиконформности (см. [5]). Пусть D — область в R

n, n > 2,
Q : D → (0,∞) — измеримая функция. Положим

A(x0, r1, r2) = {x ∈ R
n : r1 < |x− x0| < r2},

S(x0, ri) = {x ∈ R
n : |x− x0| = ri}, i = 1, 2.

Говорим (см. [3]), что гомеоморфизм f области D в R
n является кольцевым Q-гомео-

морфизмом в точке x0 ∈ D, если

M(Γ(f(S1), f(S2), f(A))) 6

∫

A

Q(x)ηn(|x− x0|) dm(x) (1)
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для любого кольца A = A(x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < r0 = dist(x0, ∂D), Si = S(x0, ri), i = 1, 2,
и для каждой измеримой функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что

r2∫

r1

η(r) dr > 1.

Если условие (1) имеет место в каждой точке x0 ∈ D, то также говорим, что f является
кольцевым Q-гомеоморфизмом в области D.

1. О сходимости общих гомеоморфизмов. В дальнейшем в Rn = R
n⋃{∞} мы

используем сферическую метрику

h(x, y) =
|x− y|√

1 + |x|2
√

1 + |y|2
, x 6= ∞ 6= y, h(x,∞) =

1√
1 + |x|2

.

Сферический диаметр множества E ⊂ Rn есть величина

h(E) = sup
x,y∈E

h(x, y).

Для точки z ∈ Rn и множества E ⊆ Rn мы также определим расстояние h(z,E) как точную
нижнюю грань h(z, y) по всем y ∈ E, а для множеств F ⊆ Rn и E ⊆ Rn — расстояние h(F,E)
как точную нижнюю грань h(z, y) по всем z ∈ F и y ∈ E. В дальнейшем B∗(x0, ρ), x0 ∈ Rn,
ρ ∈ (0, 1), обозначает шар {x ∈ Rn : h(x, x0) < ρ} относительно сферической метрики.

Начнем с простого следствия из теоремы Брауэра об инвариантности области.
Следствие 1. Пусть U — открытое множество в Rn и f : U → Rn — непрерывное

инъективное отображение. Тогда f — гомеоморфизм множества U на множество V =
= f(U).

Ядром последовательности открытых множеств Ωl ⊂ Rn, l = 1, 2, . . . называется
открытое множество

Ω0 = KernΩl :=
∞⋃

m=1

Int

(
∞⋂

l=m

Ωl

)
,

где IntA обозначает множество, состоящее из всех внутренних точек A; другими словами,
IntA есть объединение всех открытых шаров внутри A относительно сферической метрики.

Следующее предложение для случая плоскости было доказано в работе [6] (см. также [1,
предложение 2.7]).

Предложение 1. Пусть gl : D → D′
l, D′

l := gl(D), — последовательность гомеомор-
физмов, заданных в области D ⊆ Rn. Предположим, что последовательность gl сходится
локально равномерно при l → ∞ к инъективному отображению g : D → D′ := g(D) ⊂ Rn

относительно сферической метрики. Тогда отображение g является гомеоморфизмом и,
кроме того, D′ ⊂ KernD′

l.
Замечание 1. В частности, из предложения 1 следует, что D′ := g(D) ⊆ R

n, если D′
l :=

= gl(D) ⊆ R
n при всех l = 1, 2, . . . .

Следующее утверждение для плоского случая может быть найдено в работе [7] (см. так-
же [1, лемма 2.16]).
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Лемма 1. Пусть D — область в Rn, l = 1, 2, . . ., и пусть fl — последовательность
гомеоморфизмов D в Rn такая, что fl сходится при l → ∞ локально равномерно к го-
меоморфизму f из D в Rn относительно сферической метрики. Тогда также f−1

l → f−1

локально равномерно в области f(D).
Следующее утверждение на плоскости было доказано в работе [8] (см. [1, предложе-

ние 2.6]).
Теорема 1. Пусть D — область в Rn, n > 2, fm, m = 1, 2, . . ., — последовательность

гомеоморфизмов D в Rn, сходящаяся локально равномерно к дискретному отображению
f : D → Rn относительно сферической метрики. Тогда f — гомеоморфизм D в Rn.

2. О сходимости гомеоморфизмов, удовлетворяющих модульным условиям.

Следующая лемма играет значительную роль в дальнейших исследованиях. Ее плоский
аналог был доказан в работе [9] (см. также [1, приложение A1]).

Лемма 2. Пусть fm, m = 1, 2, . . ., — последовательность гомеоморфизмов области
D ⊆ R

n в R
n, n > 2, сходящаяся к отображению f равномерно на каждом компактном

множестве в D относительно сферической метрики в Rn. Предположим, что для каж-
дого x0 ∈ D найдутся последовательности Rk > 0 и rk ∈ (0, Rk), k = 1, 2, . . ., такие,
что Rk → 0 при k → ∞ и M(Γ(fm(sk), fm(Sk), fm(Ak))) → 0 при k → ∞ равномерно по
m = 1, 2, . . . , где sk = S(x0, rk), Sk = S(x0, Rk), Ak = A(x0, rk, Rk). Тогда отображение f —
либо постоянная в Rn, либо гомеоморфизм области D в R

n.
Следуя работе [10], говорим, что функция ϕ : D → R имеет конечное среднее колебание

в точке x0 ∈ D, сокр. ϕ ∈ FMO (x0), если ϕ интегрируема в окрестности x0 и

lim
ε→0

−

∫

B(x0,ε)

|ϕ(x) − ϕ̃ε| dm(x) < ∞, (2)

где ϕ̃ε — среднее значение функции ϕ в шаре B(x0, ε) = {x ∈ R
n : |x − x0| < ε}. Также

говорим, что функция ϕ : D → R имеет конечное среднее колебание в области D, сокр. ϕ ∈
FMO (D) или просто ϕ ∈ FMO, если ϕ ∈ FMO (x0) в каждой точке x0 ∈ D.

Теорема 2. Пусть D — область в R
n, n > 2, Q : D → (0,∞) — измеримая функция

и fm, m = 1, 2, . . ., — последовательность кольцевых Q-гомеоморфизмов области D в R
n,

сходящаяся локально равномерно к отображению f относительно сферической метрики.
Если Q ∈ FMO, то отображение f является либо постоянным в Rn, либо гомеоморфиз-
мом D в R

n.
Следствие 2. В частности, предельное отображение f является либо постоянным

в Rn, либо гомеоморфизмом области D в R
n,

lim
ε→0

−

∫

B(x0,ε)

Q(x) dm(x) < ∞ ∀x0 ∈ D,

либо если каждая точка x0 ∈ D является точкой Лебега функции Q.
Теорема 3. Пусть D — область в R

n, n > 2, и Q : D → (0,∞) — измеримая функция
такая, что при некотором положительном ε(x0) < dist(x0, ∂D)

ε(x0)∫

0

dr

rq
1/(n−1)
x0 (r)

= ∞ ∀x0 ∈ D, (3)
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где qx0(r) обозначает среднее значение функции Q(x) над сферой |x − x0| = r. Предполо-
жим, что fm, m = 1, 2, . . ., — последовательность кольцевых Q-гомеоморфизмов облас-
ти D в R

n, сходящаяся локально равномерно к отображению f относительно сферической
метрики. Тогда f либо постоянно в Rn, либо является гомеоморфизмом D в R

n.
Следствие 3. В частности, заключение теоремы 3 справедливо, если

qx0(r) = O

(
logn−1 1

r

)
∀x0 ∈ D.

Следствие 4. В обозначениях теоремы 3 отображение f является постоянным в Rn,
либо гомеоморфизмом D в R

n при условии, что функция Q имеет только логарифмические
особенности порядка не выше, чем n − 1 в каждой точке x0 ∈ D.

Теорема 4. Пусть D — область в R
n, n > 2, и Q : D → (0,∞) — измеримая функция

такая, что

∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x)

|x− x0|n
dm(x) = o

(
logn

1

ε

)
∀x0 ∈ D (4)

при ε → 0 и некотором положительном ε0 = ε(x0) < dist(x0, ∂D). Предположим, что
fm, m = 1, 2, . . ., — последовательность кольцевых Q-гомеоморфизмов области D в R

n,
сходящаяся локально равномерно к отображению f относительно сферической метрики.
Тогда предельное отображение f является либо постоянным в Rn, либо гомеоморфизмом
области D в R

n.
Теорема 5. Пусть D — область в R

n, n > 2, Q : D → (0,∞) — измеримая функция
и Φ: [0,∞] → [0,∞] — неубывающая выпуклая функция такая, что

∫

D

Φ(Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
< ∞ (5)

и при некотором δ > Φ(0)

∞∫

δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]1/(n−1)
= ∞. (6)

Предположим, что fm, m = 1, 2, . . ., — последовательность кольцевых Q-гомеоморфиз-
мов области D в R

n, сходящаяся локально равномерно к отображению f относительно
сферической метрики. Тогда отображение f является либо постоянной в Rn, либо гомео-
морфизмом области D в R

n.
Следствие 5. В частности, заключение теоремы 5 имеет место, как только

∫

D

eαQ
1/(n−1)(x)

(1 + |x|2)n
dm(x) < ∞

при некотором α > 0.
3. О полноте кольцевых Q-гомеоморфизмов. Следующий результат был доказан

ранее при n = 2 в работе [8, теорема 4.1] (см. также [1, теорема 6.2]).
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Теорема 6. Пусть fm : D → R
n, m = 1, 2, . . ., — последовательность кольцевых Q-го-

меоморфизмов в точке x0 ∈ D. Предположим, что fm сходится локально равномерно к го-
меоморфизму f : D → R

n относительно сферической метрики. Тогда f также является
кольцевым Q-гомеоморфизмом в точке x0.

4. О нормальных семействах кольцевых Q-гомеоморфизмов. Напомним, что
семейство отображений называется нормальным, если из любой последовательности его
элементов можно извлечь подпоследовательность, сходящуюся в области локально равно-
мерно.

Для заданной области D в R
n, n > 2, измеримой функции Q : D → (0,∞) и числа ∆ > 0,

обозначим символом FQ,∆ класс всех кольцевых Q-гомеоморфизмов f : D → R
n в точке x0

таких, что h(Rn \ f(D)) > ∆.
Замечание 2. Нами было установлено, что класс FQ,∆ нормален как только выполнено

хотя бы одно из условий на функцию Q из теорем 2–5 и следствий 2–5 (см. также соот-
ветствующие условия нормальности семейств в работах [3, 4]).

5. О компактности семейств кольцевых Q-гомеоморфизмов. Пусть задана об-
ласть D в R

n, n > 2, измеримая функция Q : D → (0,∞) и две пары точек x1, x2 ∈ D, y1,
y2 ∈ R

n, x1 6= x2, y1 6= y2. Обозначим символом RQ класс всех кольцевых Q-гомеоморфиз-
мов области D в R

n, n > 2, удовлетворяющих условиям нормировки f(x1) = y1, f(x2) = y2.
Напомним, что семейство отображений называется компактным, если это семейство яв-

ляется нормальным и замкнутым. Объединяя сформулированные выше результаты о нор-
мальности и замкнутости, получаем следующие результаты о компактности семейств коль-
цевых Q-гомеоморфизмов.

Теорема 7. Класс RQ является компактным, если Q ∈ FMO.
Следствие 6. Класс RQ компактен, если

lim
ε→0

−

∫

B(x0,ε)

Q(x) dm(x) < ∞ ∀x0 ∈ D.

Следствие 7. Класс RQ компактен, если каждая точка x0 ∈ D является точкой
Лебега функции Q.

Теорема 8. Пусть функция Q удовлетворяет условию

ε(x0)∫

0

dr

rq
1/(n−1)
x0 (r)

= ∞ ∀x0 ∈ D

при некотором ε(x0) < dist(x0, ∂D), где qx0(r) — среднее значение функции Q(x) над сферой
|x − x0| = r. Тогда класс RQ компактен.

Следствие 8. Класс RQ компактен, если функция Q(x) имеет лишь логарифмические
особенности порядка не выше, чем n − 1 в каждой точке x0 ∈ D.

Теорема 9. Класс RQ компактен, если условие

∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x)

|x− x0|n
dm(x) = o

(
logn

1

ε

)
∀x0 ∈ D

выполнено при ε → 0 для некоторого ε0 = ε(x0) < dist(x0, ∂D).
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Теорема 10. Класс RQ компактен, если условие

∫

D

Φ(Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
6 M < ∞ (7)

выполнено для неубывающей выпуклой функции Φ: [0,∞] → [0,∞] такой, что

∞∫

δ

dτ

τ [Φ−1(τ)]1/(n−1)
= ∞ (8)

при некотором δ > Φ(0).
Заметим, что условие (8) является не только достаточным, но и необходимым условием

нормальности и, следовательно, компактности класса RQ с интегральными ограничениями
на Q типа (7) (см. [4]).

Следствие 9. В частности, заключение теоремы 10 имеет место, если при некото-
ром α > 0 выполнено условие

∫

D

eαQ
1/(n−1)(x)

(1 + |x|2)n
dm(x) 6 M < ∞.

Приведенные результаты будут иметь широкие приложения к теории сходимости и ком-
пактности гомеоморфизмов классов Соболева, а также более общих классов Орлича–Собо-
лева, что будет рассмотрено отдельно.
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В. I. Рязанов, Є.О. Севостьянов

Про деякi питання збiжностi та компактностi просторових

гомеоморфiзмiв

Доведено певнi теореми збiжностi для загальних просторових гомеоморфiзмiв i на цiй осно-

вi отримано теореми збiжностi та компактностi для класiв так званих кiльцевих Q-го-

меоморфiзмiв. Зокрема, встановлено, що клас кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв f в R
n, який

фiксує двi точки, є компактним за умови, що Q належить класу скiнченного середнього

коливання. Одержанi результати матимуть широкi застосування до класiв Соболєва та

бiльш загальних класiв Орлiча–Соболєва.

V. I. Ryazanov, E. A. Sevost’yanov

About some problems of convergence and compactness of space

homeomorphisms

Various theorems on convergence and compactness of the general space homeomorphisms are proved.

On this basis, the theorems on convergence and compactness for classes of the so-called ring

Q-homeomorphisms are obtained. In particular, it is shown that the class of ring Q-homeomor-

phisms in R
n fixing two points is compact provided that a function Q has a finite mean oscillation.

These results will have a wide range of applications to the Sobolev classes, as well as to the more

general Orlicz–Sobolev classes.
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