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О достаточных условиях для мультипликаторов Фурье

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.П. Моторным)

Получены новые достаточные условия для мультипликаторов Фурье в пространствах

Харди Hp при 0 < p 6 1 и пространствах Lp при 1 6 p 6 ∞. Эти условия даются в тер-

минах совместного поведения “норм” функции-мультипликатора в пространстве Lq

и пространстве Бесова Bs

r,∞
.

В работе [1] А. Миячи доказал следующее достаточное условие для мультипликаторов
Фурье, учитывающее совместное поведение функции и ее частных производных: Пусть
0 < p < 2, a, b > 0 и k > n(1/min(p, 1) − 1/2), k ∈ N. Предположим, что m ∈ W k

2,loc(R
n),

m(ξ) = 0 в окрестности нуля и удовлетворяет следующим неравенствам:

|m(ξ)| 6 C|ξ|−b и

(
R−n

∫

R<|ξ|<2R

|Dνm(ξ)|2dξ

)1/2

6 CR−bR(a−1)|ν|1 (1)

для всех |ν|1 6 k и R > 0. Тогда если b > n(1/p−1/2)a, то m является мультипликатором
Фурье в Hp(R

n).
Аналогичный результат имеет место и для функций m, имеющих компактный носитель

(см. теоремы 1′, 1′′ и 2′′ в [1]). Легко видеть, что при b = a = 0 из данного результата сразу
следуют известные достаточные условия Михлина–Хермандера (см. [2, 3]) и Кальдерона–
Торчинского [4].

Отметим, что подобные достаточные условия для мультипликаторов степенных рядов
в аналитических пространствах Харди Hp(D

n), 0 < p 6 1, были получены в работе [5].
Точность условий (1) можно проверить, например, используя следующую известную

функцию-мультипликатор:

mα,β(ξ) = θ(ξ)
ei|ξ|

α

|ξ|β
, α, β > 0,

где θ ∈ C∞(Rn), θ(ξ) = 0 при |ξ| < 1 и θ(ξ) = 1 при |ξ| > 2. Известно (см. [1, 6, 7], а также [8
гл. IV, § 7.4]), что функция mα,β при α 6= 1 является мультипликатором в пространстве
Hp(R

n), 0 < p < 2, если и только если β > n(1/p − 1/2)α.
Для мультипликаторов Фурье в пространствах L1(R

n) (C или L∞) достаточные условия
в терминах совместного поведения функции и ее производных появились совсем недавно
(см., например, [9; 10 раздел 10]). В частности, в [9] было показано, что если m ∈ C(R),
limm(ξ) = 0 при |ξ| → ∞, m локально абсолютно непрерывна на R и, дополнительно, при
1 < p, q < ∞ и 1/p + 1/q > 1

m ∈ Lp(R), m′ ∈ Lq(R), (2)

то m является мультипликатором Фурье в L1(R).
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В настоящей работе получены новые достаточные условия для мультипликаторов Фу-
рье, которые сочетают в себе условия вида (1) и (2).

Определения и обозначения. Пусть R
n — n-мерное евклидово пространство элемен-

тов x = (x1, . . . , xn), ξ = (ξ1, . . . , ξn) со скалярным произведением (x, ξ) = x1ξ1 + · · · + xnξn
и нормой |x| = (x, x)1/2. Как обычно, пространство Lp(R

n) состоит из измеримых функций
f(x), x ∈ R

n, для которых при 0 < p < ∞

‖f‖Lp
=

(∫

Rn

|f(x)|pdx

)1/p

<∞,

а при p = ∞

‖f‖L∞
=ess sup

x∈Rn

|f(x)| <∞.

Через C0(R
n) обозначим класс непрерывных функций f таких, что lim

|x|→∞
f(x) = 0.

Мы будем использовать стандартные обозначения для пространства распределений уме-
ренного роста S

′(Rn) и для соответствующего пространства пробных функций S (Rn).
Вещественные пространства Харди Hp(R

n), 0 < p < ∞, определяют как класс умерен-
ных распределений f ∈ S

′(Rn) таких, что

‖f‖Hp
=

∥∥∥∥sup
t>0

|ϕt ∗ f |

∥∥∥∥
Lp

<∞,

где ϕ ∈ S (Rn),
∫
Rn

ϕ(x) dx 6= 0 и ϕt(x) = t−nϕ(x/t).

Хорошо известно, что если 1 < p <∞, то Hp(R
n) = Lp(R

n) с эквивалентными нормами
(см. [7]).

Преобразование Фурье функции f ∈ L1(R
n) определим стандартным образом

f̂(ξ) = Ff(ξ) = (2π)−n/2

∫

Rn

f(x)e−i(ξ,x)dx,

положим также F
−1f(ξ) = Ff(−ξ). Далее, операторы F и F

−1 будем понимать в обоб-
щенном смысле.

Функцию m называют мультипликатором Фурье в Hp(R
n), будем писать m ∈ M (Hp),

если оператор

T : F (Tf)(ξ) = m(ξ)f̂(ξ), f ∈ Hp(R
n)
⋂
L2(R

n),

можно продолжить до линейного ограниченного оператора на всем Hp(R
n).

Аналогичным образом определяются мультипликаторы в пространстве L1(R
n) (C или

L∞).
Формулировки основных теорем настоящей работы даны в терминах “норм” функций из

пространств Бесова Bs
p,∞(Rn) и их однородных аналогов Ḃs

p,∞(Rn). Чтобы дать определение
этих пространств введем в рассмотрение функцию ϕ ∈ S (Rn) такую, что suppϕ ⊂ {ξ ∈
∈ R

n : 1/2 6 |ξ| 6 2}, ϕ(ξ) > 0 при 1/2 < |ξ| < 2 и

∞∑

k=−∞

ϕ(2−kξ) = 1 при ξ 6= 0.
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Введем также функции ϕk и ψ соотношениями Fϕk(ξ) = ϕ(2−kξ) и Fψ(ξ) = 1−
∞∑
k=1

ϕ(2−kξ).

Пусть s ∈ R, 0 < p, q 6 ∞. Будем говорить, что f ∈ S
′(Rn) принадлежит (неоднород-

ному) пространству Бесова Bs
p,∞, если

‖f‖Bs
p,∞

= ‖ψ ∗ f‖Lp
+ sup

k>1
2sk‖ϕk ∗ f‖Lp

<∞.

Для того чтобы привести определение однородных пространств Бесова напомним, что

Ṡ (Rn) = {ϕ ∈ S (Rn) : (Dνϕ̂)(0) = 0 для всех ν ∈ N
n⋃{0}},

а Ṡ
′(Rn) — пространство всех непрерывных линейных функционалов на Ṡ (Rn).

Будем говорить, что f ∈ Ṡ
′(Rn) принадлежит однородному пространству Бесова Ḃs

p,∞,
если

‖f‖Ḃs
p,∞

= sup
k∈Z

2sk‖ϕk ∗ f‖Lp
<∞.

Формулировки результатов. Для формулировки основных результатов нам понадо-
бится вспомогательная функция η ∈ C∞(Rn) такая, что supp η ⊂ {ξ ∈ R

n : 1/4 6 |ξ| 6 4},
0 6 η(ξ) 6 1, для всех ξ ∈ R

n и η(ξ) = 1 при 1/2 6 |ξ| 6 2. Далее будем говорить, что
функция m принадлежит локально пространству X, если m(δ·)η ∈ X для любого δ > 0.

Теорема 1. Пусть 0 < p < 1, 0 < q, r 6 ∞, s > n(1/p−1/2) и функция m принадлежит
локально пространству Lq

⋂
Bs

r,∞. Предположим, что q = r = 2 или

1− θ

q
+
θ

r
<

1

2
, θ =

n

s

(
1

p
−

1

2

)
.

Если, дополнительно,

sup
δ>0

‖m(δ·)η‖1−θ
Lq

‖m(δ·)η‖θBs
r,∞

<∞,

то m ∈ M (Hp).
В пространствах H1(R

n) и Lp(R
n), 1 < p < 2, имеет место следующий более слабый

аналог теоремы 1.
Теорема 2. Пусть 1 6 p < 2, 0 < q, r 6 ∞, s > σ > n(1/p − 1/2) и ограниченная

функция m принадлежит локально пространству Bs
r,∞. Предположим, что 1/q = 1/r =

= 1/p − 1/2 или

1− θ

q
+
θ

r
<

1

p
−

1

2
, θ =

σ

s
.

Если, дополнительно,

sup
δ>0

‖m(δ·)η‖1−θ
Lq

‖m(δ·)η‖θBs
r,∞

<∞,

то m ∈ M (Hp).

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №6 15



Используя теорему 1, нетрудно проверить, что функция mα,β принадлежит пространс-
тву M (Hp), 0 < p < 1, если β > αn(1/p − 1/2). С помощью теоремы 2 аналог данного ре-
зультата с 1 6 p < 2 можно получить только при β > αn(1/p−1/2). Если β = αn(1/p−1/2),
то теоремы 2, в отличие от теоремы 1, уже не достаточно.

В следующих теоремах мы устраняем этот недостаток, однако для этого нам приходится
брать q = ∞, если s > n/2 и, дополнительно, r = ∞, если s > n(1/p − 1/2).

Теорема 3. Пусть 1 6 p < 2, 0 < r 6 ∞, s > n/min(r, 2) и функция m принадлежит
локально пространству L∞

⋂
Bs

r,∞. Если, дополнительно,

sup
δ>0

‖m(δ·)η‖1−θ
L∞

‖m(δ·)η‖θBs
r,∞

<∞, θ =
n

s

(
1

p
−

1

2

)
,

то m ∈ M (Hp).
Теорема 4. Пусть 1 < p < 2, s > n(1/p − 1/2) и функция m принадлежит локально

пространству Bs
∞,∞. Если, дополнительно,

sup
δ>0

‖m(δ·)η‖1−θ
L∞

‖m(δ·)η‖θBs
∞,∞

<∞, θ =
n

s

(
1

p
−

1

2

)
, (3)

то m ∈ M (Lp).
В следующих двух предложениях показана точность теорем 1–4.
Предложение 1. Пусть 0 < p < 2, 1 6 q, r 6 ∞ и s > n(1/p− 1/2). Если θ∗ < n(1/p−

− 1/2)/s, то найдется функция m ∈ L∞
⋂
C∞ такая, что

sup
δ>0

‖m(δ·)η‖1−θ∗

Lq
‖m(δ·)η‖θ

∗

Bs
r,∞

<∞,

но m 6∈ M (Hp).
Предложение 2. Пусть 0 < p < 2, 1 6 q, r 6 ∞, s > n(1/p−1/2) и θ = n(1/p−1/2)/s.

Если

1− θ

q
+
θ

r
>

1

2
при 0 < p < 1,

и

1− θ

q
+
θ

r
>

1

p
−

1

2
при 1 6 p < 2,

то найдется функция m ∈ L∞
⋂
C∞ такая, что

sup
δ>0

‖m(δ·)η‖1−θ
Lq

‖m(δ·)η‖θBs
r,∞

<∞,

но m 6∈ M (Hp).
Перейдем к достаточным условиям для мультипликаторов Фурье в пространствах

L1(R
n) (C или L∞). Прежде чем сформулировать следующий результат, рассмотрим класс

функций представимых в виде абсолютно сходящегося интеграла Фурье:

W0(R
n) =

{
f : f(ξ) =

∫

Rn

e−i(x,ξ)g(x) dx, g ∈ L1(R
n)

}
,
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который называют алгеброй Винера или кольцом Винера. Хорошо известно (см., напри-
мер, [8, с. 113]), что принадлежность функции f пространству W0(R

n) делает ее муль-
типликатором Фурье в пространстве L1(R

n) и, следовательно, мультипликатором Фурье
в Lp(R

n) при 1 < p < ∞.
Теорема 5. Пусть 0 < q, r 6 ∞, σ < n/max(q, 2), s > n/min(r, 2) и функция f ∈

∈ C0(R
n). Предположим, что q = r = 2 или

1− θ

q
+
θ

r
>

1

2
, θ =

n

2
− σ

s− σ
.

Если, дополнительно, f ∈ Ḃσ
q,∞

⋂
Ḃs

r,∞, то f ∈ W0(R
n).

Как и предыдущие теоремы данный результат является точным.
Предложение 3. Пусть 1 6 q, r 6 ∞, σ, s ∈ N

⋃
{0}, σ < n/max(q, 2) и s > n/min(r, 2).

Если

1− θ

q
+
θ

r
<

1

2
, θ =

n/2− σ

s− σ
,

то найдется функция f ∈ C0
⋂
Ḃσ

q,∞

⋂
Ḃs

r,∞, но f 6∈ W0(R
n).

Следствие 1. Пусть 0 < p < 2, 1 < r < ∞, s >
2n

min(r, 2)

(
1

min(p, 1)
−

1

2

)
, m ∈ L∞

и локально (I − ∆)s/2m ∈ Lr. Если

sup
δ>0

‖m(δ·)η‖1−θ
L∞

‖(I −∆)s/2m(δ·)η‖θLr
<∞,

то m ∈ M (Hp).

Здесь и далее (I −∆)s/2f = F
−1{(1 + | · |2)s/2f̂} и (−∆)s/2f = F

−1{| · |sf̂}.
Данное следствие является усилением дробного варианта теоремы Хермандера (см. [11,

теоремы 3.3 и 4]), а также является обобщением достаточных условий для мультиплика-
торов из [1].

Следствие 2. Пусть 0 < q 6 ∞, 1 < r < ∞, s > n/min(r, 2) и функция f ∈ C0(R
n).

Предположим, что q = r = 2 или

(
1−

n

2s

)
1

q
+

(
n

2s

)
1

r
>

1

2
.

Если, дополнительно, f ∈ Lq и (−∆)s/2f ∈ Lr, то f ∈ W0(R
n).

Легко видеть, что при s = n = 1 мы получаем основной результат работы [9], а при
q = r = 2 — известную теорему типа Берлинга (см. [12, 13]).
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13. Löfström J. Besov spaces in the theory of approximation // Ann. Mat. Pura Appl. – 1970. – 85. – P. 93–184.

Поступило в редакцию 19.11.2012Институт прикладной математики

и механики НАН Украины, Донецк

Ю.С. Коломойцев

Про достатнi умови для мультиплiкаторiв Фур’є

Отримано новi достатнi умови для мультиплiкаторiв Фур’є в просторах Хардi Hp при

0 < p 6 1 та просторах Lp при 1 6 p 6 ∞. Цi умови данi в термiнах спiльної поведiнки

“норм” функцiї-мультиплiкатора у просторi Lq i просторi Бєсова Bs

r,∞
.

Yu. S. Kolomoitsev

On sufficient conditions for Fourier multipliers

Some new sufficient conditions for Fourier multipliers in Hardy spaces Hp for 0 < p 6 1 and

Lp-spaces for 1 6 p 6 ∞ are obtained. These sufficient conditions are given in terms of the

simultaneous behavior of the “norms” of a function-multiplier in the space Lq and the Besov

space Bs

r,∞
.
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