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Изучена абстрактная схема вычисления обобщенной проекции Альбера на замкнутое
выпуклое подмножество равномерно выпуклого и равномерно гладкого банахова прост-
ранства. Доказана теорема сильной сходимости гибридного метода c обобщенной проек-
цией для счетного семейства относительно квазинерастягивающих операторов.

Построение и исследование итерационных методов метрической теории неподвижных то-
чек — интересная, имеющая много приложений и активно развивающаяся область нелиней-
ного анализа. В работе мы рассмотрим абстрактную схему вычисления обобщенной прое-
кции Альбера на замкнутое выпуклое подмножество равномерно выпуклого и равномерно
гладкого банахова пространства. Применив эту схему, мы получим теорему сильной схо-
димости гибридого метода c обобщенной проекцией для счетного семейства относительно
квазинерастягивающих операторов. Наш анализ совсем не использует понятий, связанных
со слабой топологией (демизамкнутость, свойство Кадеца–Кли). Все необходимые сведения
по геометрии банаховых пространств и нелинейному анализу изложены в работах [1–4].

Основные понятия и вспомогательные факты. Обозначим E действительное ба-
нахово пространство с нормой ‖ ·‖; E∗ — сопряженное к E пространство; 〈x∗, x〉 — значение
функционала x∗ ∈ E∗ на элементе x ∈ E. Норму в E∗ будем обозначать ‖·‖, сильную сходи-
мость в E — символом →. Многозначный оператор J : E → 2E

∗

, действующий следующим
образом:

Jx = {x∗ ∈ E∗ : 〈x∗, x〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2},

называют дуальным оператором [1]. Известно, что: 1) если пространство E гладкое, то опе-
ратор J однозначный; 2) если пространство E рефлексивное, то оператор J сюръективый;
3) если пространство E строго выпуклое, то оператор J инъективный и строго монотонный;
4) если пространство E равномерно гладкое, то оператор J равномерно непрерывный на
ограниченных подмножествах E.

Далее будем предполагать, что банахово пространство E — равномерно выпуклое и рав-
номерно гладкое. Рассмотрим функционал

φ(x, y) = ‖x‖2 − 2〈Jy, x〉+ ‖y‖2

для x, y ∈ E (если пространство E гильбертово, то φ(x, y) = ‖x − y‖2). Из определения φ

следует

(‖x‖ − ‖y‖)2 6 φ(x, y) 6 (‖x‖ + ‖y‖)2
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для x, y ∈ E. Кроме того, для x, y, z ∈ E имеет место тождество

φ(x, y) = φ(x, z) − φ(z, y) + 2〈Jz − Jy, x− z〉.

Полезным инструментом является
Лемма 1 [4]. Пусть E — равномерно выпуклое и равномерно гладкое банахово про-

странство, (xn), (yn) — ограниченные последовательности элементов E. Тогда

xn − yn → 0 ⇔ Jxn − Jyn → 0 ⇔ φ(xn, yn) → 0.

Пусть C ⊆ E — замкнутое выпуклое множество, x ∈ E. Известно [4], что существует
единственная точка z ∈ C, такая, что

φ(z, x) = min
y∈C

φ(y, x).

Эту точку z обозначают ΠCx, а соответствующий оператор ΠC называют обобщенной
проекцией E на C (обобщенной проекцией Альбера) [4]. Заметим, что если E — гильбертово
пространство, то ΠC совпадает с метрической проекцией на C.

Лемма 2 [4]. Пусть C — замкнутое выпуклое подмножество равномерно выпуклого
и равномерно гладкого банахова пространства E, x ∈ E, z ∈ C. Тогда

z = ΠCx ⇔ 〈Jz − Jx, y − z〉 > 0 ∀ y ∈ C. (1)

Замечание 1. Неравенство из (1) равносильно следующему:

φ(y,ΠCx) + φ(ΠCx, x) 6 φ(y, x) ∀x ∈ E, ∀ y ∈ C.

Вычисление обобщенной проекции. Предположим, что C — замкнутое выпуклое
подмножество равномерно выпуклого и равномерно гладкого банахова пространства E,
x0 ∈ E. Рассмотрим задачу вычисления обобщенной проекции Альбера ΠCx0, т. е. един-
ственного решения задачи минимизации

φ(y, x0) → min, y ∈ C. (2)

Замечание 2. В качестве C мы будем рассматривать множества неподвижных точек
операторов T : E → E определенного вида.

Для произвольной пары элементов x, y ∈ E определим множество

H(x, y) = {z ∈ E : φ(z, y) 6 φ(z, x)} = {z ∈ E : 2〈Jx− Jy, z〉 6 ‖x‖2 − ‖y‖2}. (3)

Множество H(x, y) является замкнутым полупространством (совпадающим с E в случае
x = y). Рассмотрим следующий абстрактный итерационный алгоритм.

Алгоритм 1. Для точки x0 ∈ E строим последовательность (xn) по схеме: берем x1 ∈ E,
полагаем C1 = E, для xn ∈ E указываем yn ∈ E и выполняем операции

{

Cn+1 = Cn

⋂
H(xn, yn),

xn+1 = ΠCn+1
x0.

Замечание 3. Алгоритм 1 — абстрактная форма так называемых гибридных методов
аппроксимации неподвижных точек [5–10].
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Прежде всего заметим, что в случае возможности построения последовательности (xn)
имеем цепочку вложений

E = C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Cn ⊇ Cn+1 ⊇ · · · ,

откуда следует неравенство

φ(xn, x0) = min
y∈Cn

φ(y, x0) 6 min
y∈Cn+1

φ(y, x0) = φ(xn+1, x0).

Следовательно, существует lim
n→∞

φ(xn, x0) = L ∈ [0,+∞)
⋃
{+∞}. Если последовательность

(xn) имеет ограниченную подпоследовательность, то L < +∞.
Если m < n, то xn ∈ Cn ⊆ Cm+1 = Cm

⋂
H(xm, ym), откуда следует, что

φ(xn, ym) 6 φ(xn, xm). (4)

Применив для xm = ΠCm
x0 и xn ∈ Cm лемму 2, получим полезное неравенство

〈Jxm − Jx0, xn − xm〉 > 0. (5)

Имеет место
Лемма 3. Пусть (xn) — порожденная алгоритмом 1 последовательность. Предполо-

жим, что для произвольной подпоследовательности (xnk
) имеем

xnk
→ x,

xnk
− ynk

→ 0

}

⇒ x ∈ C. (6)

Тогда произвольная ограниченная подпоследовательность последовательности (xn) сходи-
тся к точке из C.

Доказательство. Пусть (xnk
) — ограниченная подпоследовательность последователь-

ности (xn). Для k > l имеем

φ(xnk
, xnl

) = φ(xnk
, x0)− φ(xnl

, x0) + 2〈Jx0 − Jxnl
, xnk

− xnl
〉.

Учитывая (5), получаем

φ(xnk
, xnl

) 6 φ(xnk
, x0)− φ(xnl

, x0) → 0 при k > l → ∞.

Из леммы 1 следует ‖xnk
− xnl

‖ → 0, т. е. подпоследовательность (xnk
) фундаментальна.

Таким образом, существует элемент x ∈ E, такой, что xnk
→ x. Имеем

xnk
− ynk

= (xnk
− xnk+1

)
︸ ︷︷ ︸

→0

+(xnk+1
− ynk

) → 0,

поскольку из (4) и леммы 1 следует

φ(xnk+1
, ynk

) 6 φ(xnk+1
, xnk

) → 0 ⇒ xnk+1
− ynk

→ 0.

Включение x ∈ C следует из (6).
Теорема 1. Пусть E — равномерно выпуклое и равномерно гладкое банахово пространс-

тво, C ⊆ E — замкнутое выпуклое множество. Пусть (xn) — порожденная алгоритмом 1
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последовательность. Предположим, что C ⊆ Cn для всех n ∈ N и для произвольной под-
последовательности (xnk

) выполняется (6). Тогда справедливы утверждения:
(i) если C 6= ∅, то xn → ΠCx0;
(ii) если C = ∅, то ‖xn‖ → +∞.
Доказательство. Докажем (i). Для всех n ∈ N имеем

φ(xn, x0) = min
y∈Cn

φ(y, x0) 6 min
y∈C

φ(y, x0) < +∞. (7)

Следовательно, sup
n

‖xn‖ < +∞. По лемме 3, имеем xn → x ∈ C. Переходя к пределу в (7),

получаем φ(x, x0) 6 min
y∈C

φ(y, x0), т. е. x = ΠCx0.

Докажем (ii). Предположим, что lim inf
n→∞

‖xn‖ < +∞. Тогда (xn) содержит ограничен-

ную подпоследовательность, которая, согласно лемме 3, должна сходиться к точке из C.
Последнее невозможно вследствие того, что C = ∅. Таким образом, ‖xn‖ → +∞.

Поиск неподвижных точек. Множество неподвижных точек оператора T : E → E

обозначим F (T ) = {x ∈ E : x = Tx}.
Определение 1. Оператор T : E → E называют относительно квазинерастягивающим,

если
1) F (T ) 6= ∅;
2) φ(x, Ty) 6 φ(x, y) ∀x ∈ F (T ) ∀ y ∈ E.
Определение 2 [7]. Семейство операторов {Tn : E → E} удовлетворяет (∗)-условию,

если

1) F =
∞⋂

n=1

F (Tn) 6= ∅;

2) для любой последовательности (xn) имеем

xn → x,

xn − Tnxn → 0

}

⇒ x ∈ F .

Замечание 4. Если Tn ≡ T и оператор T замкнут, то семейство {Tn} удовлетворяет
(∗)-условию.

Замечание 5. Для семейства относительно квазинерастягивающих операторов, удовле-
творяющего (∗)-условию, множество F выпукло и замкнуто.

Детализируем абстрактный алгоритм 1 для решения задачи

найти ΠFx0, x0 ∈ E,

где F =

∞⋂

n=1

F (Tn); {Tn : E → E} — счетное семейство относительно квазинерастягивающих

операторов.
Алгоритм 2. Для точки x0 ∈ E строим последовательность (xn) по схеме






x1 ∈ E, C1 = E,

Cn+1 = Cn

⋂
H(xn, Tnxn),

xn+1 = ΠCn+1
x0.

Замечание 6. Для нерастягивающих операторов, действующих в гильбертовом про-
странстве, алгоритм 2 предложен и изучен в [5]. Случай квазинерастягивающего (фейе-
ровского) оператора, действующего в гильбертовом пространстве, изучен в [10].
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Простым следствием теоремы 1 является
Теорема 2. Пусть E — равномерно выпуклое и равномерно гладкое банахово прост-

ранство, {Tn : E → E} — счетное семейство относительно квазинерастягивающих опера-
торов, удовлетворяющие (∗)-условию. Тогда порожденная алгоритмом 2 последователь-
ность (xn) сильно сходится к точке ΠFx0.

Доказательство. Предположим, что Cn 6= ∅ и F ⊆ Cn. Имеем

φ(z, Tnxn) 6 φ(z, xn) ∀ z ∈ F ⊆ F (Tn).

Следовательно, F ⊆ H(xn, Tnxn). Таким образом, F ⊆ Cn+1. Получили цепочку вложений

E = C1 ⊇ · · · ⊇ Cn ⊇ Cn+1 ⊇ · · · ⊇ F 6= ∅

и корректность определения последовательности (xn). Из теоремы 1 следует сильная схо-
димость (xn) к точке ΠFx0.

Заключительные замечания. Теорема 2 справедлива и для варианта алгоритма 1 с

yn = J−1(λnJxn + (1− λn)JTnxn), 0 6 λn 6 λ < 1.

В [11] Wu и Huang ввели новое понятие “обобщенного f -проекционного оператора” в ба-
наховом пространстве. Их конструкция является обобщением проекции Альбера и прокси-
мального оператора Моро.

Для замкнутого выпуклого множества C ⊆ E и выпуклого полуненпрерывного снизу
функционала f : E → R рассмотрим функционал

G(x, y) = f(x) + φ(x, y) = f(x) + ‖x‖2 − 2〈Jy, x〉 + ‖y‖2

и задачу минимизации

найти z ∈ C : G(z, x) = min
y∈C

G(y, x), x ∈ E.

Оператор Π
f
Cx = argmin

y∈C

G(y, x) называют обобщенным f -проекционным оператором [11].

Он корректно определен в равномерно выпуклом и равномерно гладком банаховом про-
странстве.

Рассмотрим
Алгоритм 3. Для точки x0 ∈ E строим последовательность (xn) по схеме







x1 ∈ E, C1 = E,

Cn+1 = Cn

⋂
H(xn, Tnxn),

xn+1 = Π
f
Cn+1

x0.

Имеет место
Теорема 3. Пусть E — равномерно выпуклое и равномерно гладкое банахово прост-

ранство; {Tn : E → E} — счетное семейство относительно квазинерастягивающих опе-
раторов, удовлетворяющие (∗)-условию; f : E → R — выпуклый полуненпрерывный снизу
функционал. Тогда порожденная алгоритмом 3 последовательность (xn) сильно сходится

к точке Π
f
F
x0.
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Принципиальным моментом рассмотренных методов является вычисление проекции фи-
ксированной точки на все более сложный многогранник. Для преодоления этой проблемы
необходимы методы, способные по известной проекции точки на многогранник быстро по-
лучить проекцию точки на новый многогранник с одним добавленным ограничением.

Автор благодарен Ю.В. Малицкому за акцент на работу [10].
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В.В. Семенов

Про одну принципову схему обчислення узагальненої проекцiї

Дослiджено абстрактну схему обчислення узагальненої проекцiї Альбера на замкнену опук-
лу пiдмножину рiвномiрно опуклого та рiвномiрно гладкого банахового простору. Доведено
теорему про сильну збiжнiсть гiбридного методу з узагальненою проекцiєю для злiченної
сiм’ї вiдносно квазiнерозтягуючих операторiв.

V.V. Semenov

About one basic scheme of calculation of a generalized projection

The abstract scheme for calculating the Alber generalized projection on the closed convex subset of
a uniformly convex and uniformly smooth Banach space is investigated. The strong convergence
theorem for a hybrid method with generalized projection for a countable family of relatively quasi-
nonexpansive operators is proved.
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