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Запрононовано нову схему регуляризацiї методiв екстраградiєнтного типу для розв’я-
зання монотонної варiацiйної нерiвностi в нескiнченновимiрному гiльбертову просторi.
Для регуляризованого основного варiанта екстраградiєнтного методу доведено теорему
про сильну збiжнiсть до нормального розв’язку варiацiйної нерiвностi.

Варiацiйнi нерiвностi — зручна загальна форма запису та дослiдження рiзних нелiнiйних
задач [1]. Зокрема, у виглядi задачi розв’язання варiацiйної нерiвностi можуть бути сфор-
мульованi задачi розв’язання рiвнянь, знаходження екстремуму функцiоналiв, знаходження
точок рiвноваги Неша в грi тощо. Побудова та дослiдження методiв розв’язання варiацiй-
них нерiвностей є цiкавим та багатим на результати напрямом прикладного нелiнiйного
аналiзу [2].

У данiй роботi пропонується нова схема регуляризацiї методiв екстраградiєнтного типу
розв’язання монотонних варiацiйних нерiвностей у гiльбертових просторах. Схема регуля-
ризацiї є привабливою в обчислювальному планi модифiкацiєю гiбридного методу Такахасi–
Такеучi–Куботи [3], що запропонована та дослiджена в роботi [4].

1. Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·) та нормою ∥ · ∥.
Нехай C ⊆ H — опукла замкнена множина; A : H → H — монотонний та лiпшицевий (зi

сталою L > 0) на множинi C оператор. Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть з оператором A
на множинi C:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) > 0 ∀ y ∈ C. (1)

Множину розв’язкiв задачi (1) позначимо V I(A,C).
Зауваження 1. При вказаних умовах множина V I(A,C) опукла та замкнена (можли-

во порожня). Непорожнiсть множини V I(A,C) забезпечить додаткова умова обмеженостi
множини C або коерцитивностi оператора A [1].

Одним з найбiльш популярних методiв розв’язання варiацiйних нерiвностей є екстра-
градiєнтний метод Корпелевич [5], який для (1) має вигляд

x1 ∈ H,

yn = PC(xn − λAxn),

xn+1 = PC(xn − λAyn),

де PC — метрична проекцiя на множину C, λ ∈ (0, 1/L).
Дослiдженню та модифiкацiям екстраградiєнтного методу Корпелевич присвячено бага-

то робiт, зокрема [6–12]. Добре вiдомо, що цей метод для (1) лише слабко збiжний у випадку
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нескiнченновимiрностi простору H. Також вiдомо декiлька регуляризованих варiантiв ме-
тоду, якi забезпечують сильну збiжнiсть. Перш за все, метод, що отриманий за допомогою
схеми iтеративної регуляризацiї:

x1 ∈ H,

yn = PC(xn − λnAxn),

zn = PC(xn − λnAyn),

xn+1 =

(
1− 1

n+ 1

)
zn.

Тут λn ∈ [λ∗, λ∗∗] ⊆ (0, 1/L). Породжена цим методом послiдовнiсть (xn) сильно збiгається
до нормального (мiнiмальної норми) розв’язку нерiвностi (1) при умовi V I(A,C) ̸= ∅ [10].
Далi, останнiм часом набули популярностi так званi гiбриднi сильно збiжнi варiанти екс-
траградiєнтного методу. Це метод Надьожкiної–Такахасi [13]:

x1 ∈ H,

yn = PC(xn − λnAxn),

zn = PC(xn − λnAyn),

Cn = {z ∈ H : ∥z − yn∥ 6 ∥z − xn∥},
Qn = {z ∈ H : (xn − z, x1 − xn) > 0},
xn+1 = PCn∩Cnx1,

де λn ∈ [λ∗, λ∗∗] ⊆ (0, 1/L), та метод, що грунтується на схемi Такахасi–Такеучi–Куботи [3]
для апроксимацiї нерухомих точок нерозтягуючих операторiв:

x1 ∈ H, C1 = C,
yn = PC(xn − λnAxn),
zn = PC(xn − λnAyn),
Cn+1 = {z ∈ Cn : ∥z − yn∥ 6 ∥z − xn∥},
xn+1 = PCn+1x1,

(2)

де λn ∈ [λ∗, λ∗∗] ⊆ (0, 1/L). Для гiбридних методiв доведено сильну збiжнiсть послiдовностi
(xn) до точки PV I(A,C)x1. Основний недолiк iтерацiй (2) — зростаюча складнiсть опуклих
множин Cn, на якi проектується точка x1. Бажаною є модифiкацiя схеми (2) без зростання
складностi допомiжних множин. У данiй роботi ми пропонуємо можливий варiант такої
модифiкацiї. Але цiною буде зростання кiлькостi метричних проектувань на iтерацiйному
кроцi.

2. Для довiльної пари елементiв x, y ∈ H визначимо множину

H(x, y) = {z ∈ H : ∥z − y∥ 6 ∥z − x∥}.

Множина H(x, y) є замкненим напiвпростором, що збiгається з H у випадку x = y.
Для апроксимацiї нормального розв’язку варiацiйної нерiвностi (1) пропонується
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Алгоритм 1. Будуємо послiдовнiсть (xn) за схемою

x1 ∈ H,

yn = PC(xn − λnAxn),

zn = PC(xn − λnAyn),

xn+1 =

n∑
k=1

(αk−1 − αk)PH(xk,zk)xn,

де α0 = 1; (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1) та
∞∑
n=1

αn = +∞, αn → 0, λn ∈

∈ [λ∗, λ∗∗] ⊆ (0, 1/L).
Доведемо сильну збiжнiсть згенерованих алгоритмом 1 послiдовностей (xn), (yn) та (zn)

до точки PV I(A,C)0.
Вiдома така лема.
Лема 1 ([13]). Для породжених алгоритмом 1 послiдовностей (xn), (yn) та (zn) має

мiсце нерiвнiсть

∥zn − z∥2 6 ∥xn − z∥2 − (1− λ2nL
2)∥xn − yn∥2, (3)

де z ∈ V I(A,C).
Має мiсце
Теорема 1. Нехай H — гiльбертовий простiр; C ⊆ H — непорожня опукла замкнена

множина; A : H → H — монотонний та лiпшiцевий на множинi C оператор; V I(A,C) ̸=
̸= ∅. Тодi згенерованi алгоритмом 1 послiдовностi (xn), (yn) та (zn) сильно збiгаються
до нормального розв’язку варiацiйної нерiвностi (1).

Доведення. Покажемо, що для всiх номерiв n ∈ N має мiсце вкладення

V I(A,C) ⊆ H(xn, zn).

Для елемента z ∈ V I(A,C) за лемою 1 маємо

∥zn − z∥ 6 ∥xn − z∥.

Отже, z ∈ H(xn, zn), звiдки випливає V I(A,C) ⊆ H(xn, zn) для всiх n ∈ N.
За теоремою 1 роботи [4], послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до елемента найменшої

норми множини
∞∩
k=1

H(xk, zk), тобто

xn → u = P∩∞
k=1H(xk,zk)0.

Покажемо, що u ∈ V I(A,C), чим i доведемо теорему. Оскiльки u ∈ H(xn, zn) для всiх
n ∈ N, то

∥zn − u∥ 6 ∥xn − u∥.

Пiсля граничного переходу отримаємо lim
n→∞

∥zn − u∥ = 0, звiдки u ∈ C. З нерiвностi (3)
випливає

∥xn − yn∥2 6
∥xn − z∥2 − ∥zn − z∥2

1− λ2nL
2

∀ z ∈ V I(A,C).
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Оскiльки xn → u, zn → u, то з останньої оцiнки випливає, що

lim
n→∞

∥xn − yn∥ = 0. (4)

Для yn = PC(xn − λnAxn) маємо

(yn − (xn − λnAxn), y − yn) = (yn − xn, y − yn) + λn(Axn, y − yn) > 0 ∀ y ∈ C.

Пiсля граничного переходу з урахуванням (4) отримаємо

(Au, y − u) > 0 ∀ y ∈ C,

тобто u ∈ V I(A,C).
3. Придiлимо увагу двом модифiкацiям алгоритму 1.
Для пошуку точки з V I(A,C), що є найближчою до заданої d ∈ H, можна використати

схему

x1 ∈ H,

yn = PC(xn − λnAxn),

zn = PC(xn − λnAyn),

xn+1 = αnd+
n∑
k=1

(αk−1 − αk)PH(xk,zk)xn.

Розглянемо дворiвневу варiацiйну нерiвнiсть [10]:

знайти x ∈ V I(A2, V I(A1, C)), (5)

де C ⊆ H — замкнена опукла множина; A1 : H → H — монотонний та лiпшiцевий опера-
тор; A2 : H → H — сильно монотонний та лiпшiцевий оператор. Якщо V I(A1, C) ̸= ∅, то
задача (5) має єдиний розв’язок, для апроксимацiї якого можна використати схему

x1 ∈ H,

yn = PC(xn − λnA1xn),

zn = PC(xn − λnA1yn),

xn+1 = αn(xn − µnA2xn) +

n∑
k=1

(αk−1 − αk)PH(xk,zk)xn,

де параметри λn, µn обираються певним чином.
Обидвi наведенi схеми є сильно збiжними.
4. У 2011 р. для варiацiйних нерiвностей [7] та задач про рiвновагу [8] були запропо-

нованi модифiкацiї методу Корпелевич з одним проектуванням на допустиму множину C.
У цих так званих субградiєнтних екстраградiєнтних методах перший етап iтерацiї збiгається
з першим етапом iтерацiї методу Корпелевич (обчислення yn), а далi для отримання xn+1,
замiсть проектування точки xn − λnAyn на множину C, точку xn − λnAyn проектують на
певний опорний напiвпростiр множини C в точцi yn.

Розглянемо регуляризований варiант субградiєнтного екстраградiєнтного методу для
варiацiйної нерiвностi (1).
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Алгоритм 2. Будуємо послiдовнiсть (xn) за схемою

x1 ∈ H,

yn = PC(xn − λnAxn),

Tn = {w ∈ H : (xn − λnAxn − yn, w − yn) 6 0},
zn = PTn(xn − λnAyn),

xn+1 =

n∑
k=1

(αk−1 − αk)PH(xk,zk)xn,

де α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1) та
∞∑
n=1

αn = +∞, αn → 0, λn ∈

∈ [λ∗, λ∗∗] ⊆ (0, 1/L).
Зауваження 2. В роботi [14] дослiджено збiжнiсть двох регуляризацiй субградiєнтно-

го екстраградiєнтного методу за допомогою гiбридних схем апроксимацiї нерухомих точок
нерозтягуючих операторiв [3, 13].

Для породжених алгоритмом 2 послiдовностей також матиме мiсце нерiвнiсть (3) [7, 8].
Тому подiбними до наведених мiркуваннями отримуємо, що алгоритм 2 сильно збiгається
до нормального розв’язку варiацiйної нерiвностi (1).

Аналогiчний результат має мiсце для такого регуляризованого алгоритму Ценга [6].
Алгоритм 3. Будуємо послiдовнiсть (xn) за схемою

x1 ∈ H,

yn = PC(xn − λnAxn),

zn = yn − λn(Ayn −Axn),

xn+1 =

n∑
k=1

(αk−1 − αk)PH(xk,zk)xn,

де α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1) та
∞∑
n=1

αn = +∞, αn → 0, λn ∈

∈ [λ∗, λ∗∗] ⊆ (0, 1/L).
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В.В. Семенов, Л.М. Чабак

Новый вариант регуляризации методов экстраградиентного типа

Предложена новая схема регуляризации методов экстраградиентного типа для решения
монотонного вариационного неравенства в бесконечномерном гильбертовом пространстве.
Для регуляризованного основного варианта экстраградиентного метода доказана теорема
о сильной сходимости к нормальному решению вариационного неравенства.

V.V. Semenov, L. M. Chabak

A new variant of regularization for extragradient methods

The article suggests a new regularization scheme of extragradient type methods to solve monotone
variational inequalities in an infinite-dimensional Hilbert space. The theorem on strong convergence
to the normal solution of the variational inequality for a regularized basic variant of the extragra-
dient method is proved.
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