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Квантово-механiчний рух електрона в схрещених
однорiдних електричному та магнiтному полях

Розв’язується квантово-механiчна задача про рух електрона в зовнiшнiх однорiдних
схрещених електричному та магнiтному полях. Шляхом розв’язання рiвняння Шредiн-
гера знайдено вираз для хвильової функцiї електрона, що рухається в такiй суперпози-
цiї електромагнiтних полiв. Частина хвильової функцiї електрона, що описує його рух
у площинi, перпендикулярнiй до напрямку магнiтного поля, виражається через вiдомi
функцiї Ермiта. У напрямку магнiтного поля електрон здiйснює вiльний рух. Крiм то-
го, в схрещених електричному та магнiтному полях виникає дрейфовий рух електрона
вздовж осi, нормальнiй до площини, утвореної векторами електричного та магнiтного
полiв. Знайдено спектр можливих значень енергiї електрона, який складається з чоти-
рьох частин: квантованого спектра енергiй у площинi, перпендикулярнiй до магнiтного
поля, неперервного спектра енергiй вздовж магнiтного поля, енергiї дрейфового руху, що
визначається напруженостями електричного та магнiтного полiв, та потенцiальної
енергiї електрона в зовнiшньому електричному полi.

У рядi робiт [1–8], присвячених дослiдженню впливу зовнiшнього магнiтного поля на густи-
ну струму польової емiсiї електронiв iз поверхнi металiв або напiвпровiдникiв, припускалось
ad hoc, що один iз найважливiших факторiв при розв’язаннi цiєї задачi — коефiцiєнт про-
ходження електроном металу чи напiвпровiдника потенцiального бар’єра на межi останнiх,
не залежить вiд величини зовнiшнього магнiтного поля в розглянутому авторами цих ро-
бiт випадку колiнеарностi електричного та магнiтного полiв. У роботi [9] доведено строго,
що це припущення дiйсно має мiсце, але тiльки для розглянутого випадку колiнеарностi
зовнiшнiх електричного та магнiтного полiв.

У зв’язку з цим постає питання про вплив зовнiшнього магнiтного поля на густину
струму польової емiсiї електронiв у бiльш загальному випадку, коли вектори напруженостi
електричного та магнiтного полiв неколiнеарнi. Ця ситуацiя має мiсце в бiльшостi прове-
дених експериментiв. Найпростiшим iз цих випадкiв є випадок схрещених електричного та
магнiтного полiв, коли кут мiж векторами напруженостi електричного та магнiтного по-
лiв становить 90◦. Вирiшення цього питання приводить нас до необхiдностi попереднього
розгляду квантово-механiчного руху електрона в такiй конфiгурацiї електричного та маг-
нiтного полiв.

Першим кроком до розв’язання цiєї задачi є розгляд квантово-механiчного руху вiльного
електрона у вищезгаданiй конфiгурацiї електричного та магнiтного полiв, коли цi поля
однорiднi.

Вихiдним рiвнянням для розв’язання цiєї задачi є рiвняння для хвильової функцiї елект-
рона

i~
∂Ψ(r⃗, t)

∂t
= ĤΨ(r⃗, t), (1)
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Рис. 1

де оператор Гамiльтона Ĥ при русi електрона в таких полях має вiдомий вигляд [10]

Ĥ =
1

2m

(
p̂+

e

c
A⃗
)2

+ U(r⃗) (2)

i де введенi такi позначення: p̂ =
(
−i~ ∂

∂x
,−i~ ∂

∂y
,−i~ ∂

∂z

)
— оператор iмпульсу електрона;

A⃗ — векторний потенцiал магнiтного поля; U(r⃗) — потенцiальна енергiя електрона в такому
полi; ~ — постiйна Планка; −e– заряд електрона; m — маса електрона; c — швидкiсть свiтла
у вакуумi.

Для розв’язання задачi виберемо декартову систему координат, що зображена на рис. 1,
та вiдповiднi напрямки векторiв напруженостi електричного

−→
E0 та магнiтного

−→
H0 полiв,

а також вигляд векторного потенцiалу магнiтного поля A⃗, який визначається з точнiстю
до градiєнта довiльної скалярної функцiї:

−→
E0 = (−E0, 0, 0),

−→
H0 = (0,H0, 0),

−→
A = (0, 0,−H0x), U(r⃗) = −eE0x.

(3)

Оскiльки оператор Гамiльтона у розглядуванiй задачi не залежить вiд часу t, шукаємо
стацiонарний розв’язок рiвняння (1) для хвильової функцiї Ψ(r⃗, t) у виглядi

Ψ(r⃗, t) = exp

(
− iε

~
t

)
Ψ(r⃗), (4)

де ε — енергiя електрона, що рухається в данiй конфiгурацiї полiв (3).
Пiсля пiдстановки (4) в (1) отримуємо таке диференцiальне рiвняння в частинних по-

хiдних для хвильової функцiї електрона, яка залежить вiд просторових координат:{
1

2m

[
−~2

∂2

∂x2
− ~2

∂2

∂y2
−
(
−i~ ∂

∂z
− eH0

c
x

)2]
− eE0x

}
Ψ = εΨ. (5)

Як видно з (5), у явний вигляд оператора Гамiльтона не входять координати y, z, тобто
ми маємо ситуацiю, коли оператори компонент iмпульсу p̂y та p̂z комутують з оператором
Гамiльтона:

{Ĥ, p̂y} ≡ Ĥp̂y − p̂yĤ = 0, {Ĥ, p̂z} ≡ Ĥp̂z − p̂zĤ = 0. (6)

Зважаючи на спiввiдношення (6), приходимо до висновку, що компоненти iмпульсу py,
pz є iнтегралами руху i хвильову функцiю електрона шукаємо у виглядi

Ψ(x, y, z) = exp

[
i

~
(pyy + pzz)

]
X(x), (7)
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де X(x) — складова хвильової функцiї електрона, що описує рух електрона вздовж на-
прямку електричного поля.

Пiдставляючи хвильову функцiю Ψ у виглядi (7), отримуємо диференцiальне рiвняння
для функцiї X(x):{

1

2m

[
−~2

d2

dx2
+ py

2 +

(
pz −

eH0

c
x

)2]
− eE0x

}
X(x) = εX(x). (8)

Шляхом алгебраїчних перетворень та введення безрозмiрної координати ξ∼x рiвнян-
ня (8) може бути записане у виглядi

d2X

dξ2
+ {λ− ξ2}X(x) = 0, (9)

де введенi позначення величин з таким фiзичним змiстом: x − x0 = aξ, x0 = 1/(mωH) ×
× (pz + eE0/ωH) — x-координата центра кола обертання електрона при класичному описi;
a =

√
~/(mωH) — одиниця масштабу вздовж осi x; ωH = eH0/(mc) — ларморiвська частота

обертання електрона в магнiтному полi; λ =
2

~ωH

(
ε− py

2

2m
− pz

2

2m
+
mωH

2x0
2

2

)
— параметр

диференцiального рiвняння (9).
Рiвняння (9) являє собою вiдоме рiвняння для функцiй Ермiта [11] i має обмежений

розв’язок при таких значеннях параметра λ:

x = (2n+ 1), n = 0, 1, 2, . . . . (10)

Використовуючи (9) та (10), отримуємо спектр можливих значень енергiї електрона, що
рухається в схрещених однорiдних електричному та магнiтному полях:

εn =

(
n+

1

2

)
~ωH +

py
2

2m
+
pz

2

2m
− mωH

2x0
2

2
. (11)

З метою фiзичної iнтерпретацiї спектра можливих значень енергiї електрона в розгля-
нутому випадку надамо (11) iншого вигляду, пiдставляючи в нього явний вираз для x0.

Пiсля простих алгебраїчних перетворень отримуємо

εn =

(
n+

1

2

)
~ωH +

py
2

2m
+
mυd

2

2
− eE0x0, (12)

де υd = cE0/H0 — швидкiсть дрейфового руху центра кола обертання електрона при кла-
сичному описi його руху.

Маючи вираз (12) для спектра енергiї електрона, що рухається в схрещених однорiд-
них електричному та магнiтному полях, маємо таку фiзичну iнтерпретацiю окремих додан-
кiв виразу (12): (n + 1/2)~ωH — дискретний спектр значень енергiї електрона, пов’язаний
з поперечним до напрямку магнiтного поля рухом електрона; py2/(2m) — неперервний ряд
значень енергiї електрона, пов’язаний з поздовжнiм вздовж магнiтного поля рухом елект-
рона; mυd2/2 — енергiя електрона, пов’язана з дрейфом його класичного центра кола обер-
тання з дрейфовою швидкiстю, що визначається значеннями зовнiшнього електричного та
магнiтного полiв; −eE0x0 — потенцiальна енергiя електрона, що рухається в постiйному
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однорiдному електричному полi i визначається координатою центра кола ларморiвського
обертання електрона в магнiтному полi.

Умовою справедливостi отриманої формули для енергетичного спектра електрона, що
рухається в схрещених однорiдних електричному та магнiтному полях, є область нереляти-
вiського руху електрона, яка накладає обмеження на спiввiдношення мiж напруженостями
електричного та магнiтного полiв у виглядi нерiвностi

υd ≪ c⇒ E0 ≪ H0. (13)

Наведемо кiнцевий результат знайденого вигляду хвильової функцiї електрона при його
русi в схрещених однорiдних електричному та магнiтному полях:

Ψn(x, y, z, t) =
1√
π2nn!

exp

(
−ξ

2

2

)
Hn(ξ) exp

[
i(pyy + pzz − εt)

~

]
, (14)

де Hn(ξ) — полiном Ермiта n-го порядку; ξ =

(
mωH
~

)1/2[
x − pzωH + eE0

mωH2

]
.

Отриманi формули (13)–(14) узагальнюють результат Л. Д. Ландау [10] вiдносно харак-
теристики квантово-механiчного руху електрона на випадок, коли крiм постiйного одно-
рiдного магнiтного поля присутнє постiйне однорiдне електричне поле, та переходять в ре-
зультати [10] при вiдсутностi останнього.

Робота виконана при фiнансовiй пiдтримцi Державного фонду фундаментальних дослiджень,
яка здiйснювалась Державним агенством з питань науки, iнновацiй та iнформатизацiї України,
договiр № Ф58/383-2013.
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Квантово-механическое движение электрона в скрещенных
однородных электрическом и магнитном полях

Решается квантово-механическая задача о движении электрона во внешних однородных
скрещенных электрическом и магнитном полях. Путем решения уравнения Шредингера
найдено выражение для волновой функции электрона, который движется в такой суперпо-
зиции электромагнитных полей. Часть волновой функции электрона, которая описывает
его движение в плоскости, перпендикулярной к направлению магнитного поля, выражается
через известные функции Эрмита. В направлении магнитного поля электрон совершает
свободное движение. Кроме того, в скрещенных электрическом и магнитном полях возни-
кает дрейфовое движение электрона вдоль оси, нормальной к плоскости, образованной век-
торами электрического и магнитного полей. Найден спектр возможных значений энергии
электрона, который состоит из четырех слагаемых: квантованного спектра энергий дви-
жения в плоскости, перпендикулярной к магнитному полю, непрерывного спектра энергий
вдоль магнитного поля, энергии дрейфового движения, которая определяется напряженнос-
тями электрического и магнитного полей, а также потенциальной энергии электрона во
внешнем электрическом поле.
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The quantum-mechanical movement of an electron in crossed uniform
electric and magnetic fields

The quantum-mechanical task on the electron movement in external crossed electric and magnetic
fields is considered. The solution of the Schrödinger equation has been found for the electron wave
function in such electromagnetic field configuration. A part of the electron wave function describing
the electron movement in a plane normal to the magnetic field is expressed by the well-known
Hermite function. The electron moves as a free particle along the magnetic field. The electron drift
movement along the axis normal to the plane formed by the electric and magnetic field vectors
arises in the crossed electric and magnetic fields. The possible electron energy spectrum has been
found. It consists of four parts, namely: a quantified electron energy spectrum related to the electron
movement energy in the plane normal to the magnetic field direction; the electron movement energy
along the magnetic field; the energy of the electron drift movement defined by the electric and
magnetic field strengths; and the potential energy of an electron in the external electric field.
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