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Метод псевдобазисних матриць
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Запропоновано метод аналiзу та оптимiзацiї лiнiйної системи — метод псевдобазис-
них матриць (МПБМ). Метод (зокрема, розв’язання задачi лiнiйного програмування),
грунтується на концепцiї псевдобазисних матриць. Наведено всi необхiднi теоретичнi
обгрунтування для побудови алгоритмiчних схем. Зокрема, встановлено умови єдиностi
та неєдиностi оптимальних розв’язкiв. Метод може застосовуватися при аналiзi та
розв’язаннi задач великої розмiрностi, iдентифiкацiї пасивних обмежень моделi в ходi
iтерацiйного процесу.

Положення теорiї двоїстостi Дж. Неймана [1] для лiнiйних систем (задач лiнiйного про-
грамування) знайшла пiдтвердження у симплекс-методах (метод покращення плану, метод
уточнення оцiнок тощо), що були розробленi [1–5] як для прямої (канонiчної), так i для
двоїстої задачi. Для подальших застосувань, крiм “здатностi” методу знаходити оптималь-
нi розв’язки, стало важливим проводити аналiз властивостей лiнiйної системи на рiзних
стадiях обчислень.

У данiй роботi розглядається метод псевдобазисних матриць (МПБМ) для проведення
аналiзу лiнiйних систем, зокрема, двоїстої задачi лiнiйного програмування великої розмiр-
ностi на cтадiях дооптимiзацiї та оптимiзацiї. Вcтановлено умови оптимальноcтi, нерозв’яз-
ностi за несумiснiстю моделi, формули зв’язку елементiв алгоритмiчних cхем у cумiжних
псевдобазиcних матрицях, паcивноcтi обмежень.

Положення методу псевдобазисних матриць. В оcнову побудови методу закладено
iдею пcевдобазиcної матрицi та псевдорозв’язку. При переходi до наcтупного псевдороз-
в’язку (загалом недопустимого) вводятьcя в псевдобазисну матрицю i виводятьcя з неї на
iтерацiях вектори нормалi обмежень.

Як базова модель лiнiйного програмування розглядається модель вигляду

maxBu, (1)

Au 6 C, (2)

dH 6 u 6 dB , (3)

де B = (b1, b2, . . . , bm); C = (c1, c2, . . . , cn)
T ; u = (u1, u2, . . . , um)T ; aj = (aj1, aj2, . . . , ajm), j =

= 1, n — рядки матрицi AT ; dH = (d1(H), d2(H), . . . , dm(H))
T ; dB = (d1(B), d2(B), . . . , dm(B))

T —
m-вимiрнi вектори; T — знак транспонування. Будемо вважати, що n > m, а множина
допустимих розв’язкiв (2) обмежена, замкнена. Модель (1)–(3) дослiджується в евклiдовому
просторi Em. Вiдкинемо чаcтину обмежень (2), залишимо лише m iз них, якi утворять
квадратну матрицю Aб, тобто розглянемо модель вигляду

max
u
{Bu/Aбu 6 C0},
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де C0 = (ci1 , ci2 , . . . , cim)
T ⊂ C — пiдвектор C, утворений компонентами обмежень, що вхо-

дять у Aб вiдповiдно; Jб = {i1, i2, . . . , im} — множина iндексiв таких обмежень. Припуcтимо,
що матриця Aб невироджена, а задача має обмежений розв’язок u0. Розв’язок u0 може бу-
ти недопуcтимим для релакcованих (вiдкинутих) обмежень, причому U ⊆ UR, де UR —
релаксована (розширена) множина обмежень (2), утворена вiдкиданням деяких обмежень.

Означення 1. Пiдматрицю Aб, cкладену iз m лiнiйно незалежних нормалей обме-
жень (2), називатимемо пcевдобазиcною, а розв’язок u0 — пcевдобазиcним, якщо α0i > 0,
i = 1,m. Псевдобазисний розв’язок u0 будемо вважати невиродженим, якщо ¬∃u′0 6= u0,
Bu0 = Bu′0, де Bu = Bu0 — гiперплощина рiвня значення цiльової функцiї в u0.

Нехай eri — елементи матрицi A−1
б , оберненої до Aб; u0 = (u01, u02, . . . , u0m)T — псев-

добазисний розв’язок; αr = (αr1, αr2, . . . , αrm) — вектор розкладення нормалi обмеження
aru 6 cr за рядками севдобазисної матрицi Aб, тобто ar = αrAб; α0 = (α01, α02, . . . , α0m) —
вектор розкладення вектора-градiєнта цiльової функцiї (1) за рядками псевдобазисної ма-
трицi Aб, який визначається, як розв’язок системи рiвнянь B = α0Aб; ∆r = aru0 − cr —

нев’язка r-го обмеження (1) у вершинi u0; Jб, JH
(
J = Jб

⋃
JH

)
— множини iндексiв вiд-

повiдно базисних i небазисних обмежень (2). Введенi величини (елементи методу) в новiй
псевдобазиснiй матрицi Aб, яка утворюється замiною рядка ak на al, що не входить у псев-
добазисну матрицю Aб, будемо позначати рискою зверху, тобто βj, αr, ∆k, eri, α0.

Означення 2. Двi псевдобазиснi матрицi, в яких вiдмiнний один, наприклад, k-й рядок,
називатимемо сумiжними.

Теорема 1. Мiж елементами методу в двох сумiжних псевдобазисних матрицях
мають мiсце такi спiввiдношення:

ark =
αrk

αlk
, αri = αri −

αrk

αlk
αli, r = 0, n; i = 1,m; i 6= k; (4)

erk =
erk
αlk

, eri = eri −
erk
αlk

αli, r = 1,m; i = 1,m; i 6= k; (5)

u0j = u0j −
ejk
αlk

∆l, j = 1,m; (6)

∆k = −∆l

αlk
, ∆r = ∆r −

αrk

αlk
∆l, r = 1, n; r 6= k; (7)

Bu0 = Bu0 −
α0k

αlk
∆l, (8)

причому умовами псевдобазисностi матрицi при вводi вектора нормалi al k-м рядком псев-
добазисної матрицi A є виконання αlk 6= 0; псевдобазисностi розв’язкiв є αlk > 0, спадання
цiльової функцiї в новiй псевдобазиснiй матрицi при задачi на максимум є ∆l > 0.

Доведення теореми розглянуто в [3].
Означення 3. Допустимий псевдобазисний розв’язок u0 є оптимальним, якщо Bu0 −

− Bu > 0 для всiх u, що задовольняють (2).
Теорема 2. Допустимiсть псевдобазисного розв’язку u0, тобто виконання ∆r 6 0,

r ∈ J , є необхiдною i достатньою умовою його оптимальностi, при цьому α0i > 0, i = 1,m.
Наслiдок 1. Якщо α0k > 0, k = 1,m, то псевдобазисний розв’язок u0 є оптимальним

при ∆r 6 0, r ∈ J . Промiжнi неоптимальнi розв’язки є верхнiми оцiнками за значеннями
цiльової функцiї.
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Наслiдок 2. Для єдиностi розв’язку задачi (1), (2) необхiдно i достатньо, щоб для
вектора розкладення нормалi B за рядками Aб виконувалось α0k > 0, k = 1,m.

Наслiдок 3. Умовою неєдиностi розв’язкiв задачi (1), (2) є ∃ iндексiв i i ∈ I (серед
коефiцiєнтiв розкладу вектора нормалi B) таких, що α0i = 0.

Наслiдок 4. Неєдинi розв’язки задачi (1), (2) утворюють необмежену замкнену мно-
жину при ∃ i, що α0i = 0 i при цьому αki > 0, для k /∈ Jб.

Наслiдок 5. Якщо iснує iндекс k такий, що α0k < 0 i αrk > 0, r ∈ JH , то цiльова
функцiя задачi необмежена на множинi допустимих розв’язкiв.

Нехай U = {u/aju 6 cj , j ∈ J}, Ur = {u/aju 6 cj , j ∈ J, J 6= r}, U0 = {u0/Bu0 =
= max

u∈U
Bu, u ∈ U}, U0

r = {u0/Bu0 = max
u∈Ur

Bu, u ∈ Ur}.
Означення 4. Обмеження aru 6 cr пасивне, якщо U = Ur.
Означення 5. Обмеження aru 6 cr є породжуючим нерозв’язнiсть за несумiснiстю U ,

якщо U = ∅, Ur 6= ∅.
Теорема 3. Для того щоб обмеження aru 6 cr було пасивним, необхiдно i достатньо

iснування псевдобазисної матрицi Aб, вiдносно якої αrk > 0, k = 1,m, та ∆r = aru0−cr 6 0,
де u0 — псевдобазисний розв’язок.

Теорема 4. Для того щоб Bu0 > Bu0, а розв’язок u0 був псевдобазисним для зада-
чi (1), (2), необхiдно i достатньо iснування такого номера l та вiдповiдного номера k, для
яких виконується нерiвнiсть α0i/αli > α0k/αlk, i 6= k, αli > 0, ∆l > 0.

Теорема 5. Для того щоб обмеження aru 6 cr було породжуючим нерозв’язнiсть за
несумiстнiстю, необхiдно i достатньо iснування псевдобазисної матрицi Aб, вiдносно якої
αri 6 0, i = 1, n, та ∆r = aru0 − cr > 0, де u0 — псевдобазисний розв’язок.

Доведення теорем 2–5 дано в [4].
Наведенi теореми охоплюють всi можливi випадки для “органiзацiї роботи” МПБМ.
Встановлено iснування регуляризуючого збурення за cхемою МПБМ з властивiстю не-

виродженоcтi псевдобазисних розв’язкiв задачi (1), (2), тобто побудовано ε-задачу

max
u
B(ε)u, (9)

aju 6 cj , (10)

u > 0, ε > 0, j ∈ J, (11)

для якої справедливi такi теореми.
Теорема 6. Icнує таке ε1 > 0, що ε-задача при o < ε < ε1 буде невиродженою.
Теорема 7. Icнує таке ε2 > 0, що при 0 < ε < ε2 оптимальний пcевдобазиcний розв’я-

зок ε-задачi буде оптимальним для задачi (1), (2).
Доведення теорем 6–7 наведено в [4].
Схема релаксацiйного методу оптимiзацiйного аналiзу лiнiйної системи може бути пред-

ставлена алгоритмом.
Алгоритм.
Крок 1. На основi пcевдобазиcного розв’язку u0 та псевдобазисної матрицi Aб формуємо

Jб, JH ⊂ J — множини базисних та небазисних обмежень, J = Jб
⋃
JH .

Крок 2. На оcновi u0 утворимо множину JR, а cаме JR = Jб
⋃
J+
H , де J+

H = {j/j ∈
∈ JH ,∆j > 0} (схема допускає введення допомiжного обмеження на потужнiсть елементiв
множини J+

H).
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Крок 3. Формуємо пiдзадачу

maxBu, (12)

aju 6 cj , j ∈ JR. (13)

Крок 4. Знаходимо розв’язок
−
u0 задачi (12), (13) МПБМ.

Крок 5. Якщо множина J+
H 6= ∅ вiдносно

−
u0, то u0 =

−
u0 i переходимо на Крок 2,

в протилежному — на Крок 6.

Крок 6. Якщо J+
H = ∅, то це означає оптимальнiсть

−
u0 для (2).

Завершення роботи алгоритму.
Таким чином, за побудовою релаксацiйна схема коректно вписується в МПБМ, що дає

змогу замiнити дослiдження початкової, можливо, великорозмiрної задачi послiдовнiстю
взаємозв’язаних задач меншої розмiрностi, а в ходi iтерацiйного процесу iдентифiкувати
пасивнi обмеження системи.
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В.И. Кудин

Метод псевдобазисных матриц

Предложен метод анализа и оптимизации линейной системы — метод псевдобазисных ма-
триц (МПБМ). Метод (в частности, решения задачи линейного программирования) осно-
вывается на концепции псевдобазисных матриц. Приведены все необходимые теоретические
обоснования для построения алгоритмических схем. Установлены условия единственности
и неединственности оптимальных решений. Метод может применяться при анализе и ре-
шении задач большой размерности, идентификации пассивных ограничений модели в ходе
итерационного процесса.

V. I. Kudin

A method of pseudobasis matrices

A method of analysis and optimization of linear systems (in particular, of solution of linear
programming problems) is proposed. It is based on the conception of pseudobasis matrices. The
necessary theoretical substantiation of the construction of algorithmic schemes is given. The condi-
tions of uniqueness (nonuniqueness) of optimum solutions are found. The method can be applied
to problems of large dimensions and to the identification of passive constraints of a model in the
course of the iteration process.
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