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Розвиток загальних методiв обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича — одна з
центральних проблем теорiї фракталiв. Дослiджено тривiальнiсть (нетривiальнiсть)
мережевих мiр Хаусдорфа. Знайдено достатнi умови, при виконаннi яких сiмейства
локально тонких покриттiв породжують порiвняннi мережевi мiри Хаусдорфа Hα(·,Φ).
Також знайдено загальнi достатнi умови довiрчостi для обчислення розмiрностi Хаус-
дорфа–Безиковича локально тонких систем покриттiв. Доведено довiрчiсть сiмейства
цилiндричних вiдрiзкiв факторiальної системи числення. Показано, що клас довiрчих
покриттiв суттєво ширший за клас покриттiв, якi породжують порiвняннi мережевi
мiри Хаусдорфа.

Мiра Хаусдорфа та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича є основними iнструментами дослiд-
ження в теорiї фракталiв, з якими пов’язана значна кiлькiсть вiдкритих проблем [1, 2]. За-
дача знаходження чи хоча б оцiнки розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича залишається неро-
зв’язаною навiть для класу двовимiрних самоафiнних фракталiв, що задовольняють умову
вiдкритої множини [3]. Тому розвиток методiв обчислення вказаної фрактальної розмiрно-
стi є важливим як з точки зору розвитку загальної теорiї, так i для дослiдження фрак-
тальних властивостей конкретних сiмейств фрактальних множин. Один iз пiдходiв, який
почав iнтенсивно розвиватися протягом останнiх п’яти рокiв, полягає у вивченнi довiрчостi
сiмейства покриттiв для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича та дослiдження
порiвнянностi (непорiвнянностi) породжених мiр з класичною мiрою Хаусдорфа.

Нехай (M,ρ) — метричний простiр, E — обмежена пiдмножина, d(E) — її дiаметр. На-
гадаємо, що сiмейство ΦM пiдмножин з M називається сiмейством локально тонких по-
криттiв (СЛТП) множини M , якщо ∀ ε > 0 ∃{Ej}j∈N (Ej ∈ ΦM , d(Ej) 6 ε, ∀ j ∈ N):
M ⊂ ⋃

j
Ej . Зауважимо, що не в кожному метричному просторi iснує хоча б одне СЛТП.

α–мiрною мiрою Хаусдорфа пiдмножини E ⊂ M вiдносно заданого СЛТП ΦM нази-
вається

Hα(E,ΦM ) = lim
ε→0

[
inf

d(Ej)6ε

{∑

j

d(Ej)
α

}]
= lim

ε→0
Hα

ε (E,ΦM ),

де iнфiмум береться за всiма можливими не бiльш нiж зчисленними ε-покриттями {Ej}j∈N
множини E, де Ej ∈ ΦM , ∀ j ∈ N. Якщо (M,ρ) = Rn, то сiмейство всiх вiдкритих (замкне-
них) пiдмножин породжує класичну α-мiрну мiру Хаусдорфа Hα(·).

Означення 1 [4]. Сiмейство Φ пiдмножин називається мережею на M , якщо:
(a) з того, що A1 та A2 належать Φ, випливає, що або A1 ⊂ A2, або A2 ⊂ A1, або

A1
⋂
A2 = ∅;

(b) кожна з точок простору M належить або до деякої множини C ∈ Φ нульового дiа-
метра, або до сiмейства множин з Φ, якi мають як завгодно малий дiаметр;
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(c) Φ — зчисленне сiмейство пiдмножин;
(d) кожен елемент A ∈ Φ мiститься лише в скiнченнiй кiлькостi елементiв з Φ;
(e) кожна множина з Φ є Fσ-множиною.
Якщо Φ — мережа, то Hα(·,Φ) називають мережевою мiрою Хаусдорфа [4]. Очевидно,

що всяка мережа є сiмейством локально тонких покриттiв простору M .
Означення 2. Нехай ΦM — СЛТП на M та α > 0. Мiра Hα(·,ΦM ) називається порiв-

нянною з мiрою Хаусдорфа, якщо iснує додатна константа C = C(α) > 0 така, що

Hα(E) 6 Hα(E,Φ) 6 CHα(E), ∀E ⊂M.

СЛТП ΦM називається порiвнянним, якщо ∀α > 0 вiдповiдна мiра Hα(·,ΦM ) є порiв-
нянною з мiрою Хаусдорфа.

Означення 3. Нехай ΦM — СЛТП на M та α > 0. МiраHα(E,ΦM ) називається непорiв-
нянною з мiрою Хаусдорфа, якщо iснує множина E ⊂M така, що Hα(E) = 0, Hα(E,Φ) > 0
або Hα(E) ∈ (0,+∞), Hα(E,Φ) = +∞.

СЛТП ΦM називається непорiвнянним, якщо iснує α > 0 таке, що вiдповiдна мiра
Hα(·,ΦM ) є непорiвнянною з мiрою Хаусдорфа.

Означення 4. Невiд’ємне число

dimH(E,ΦM ) = inf{α : Hα(E,ΦM ) = 0}

називається розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E ⊂M вiдносно СЛТП ΦM .
Означення 5. СЛТП ΦM називається довiрчим сiмейством покриттiв для обчислення

розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на M , якщо dimH(E,Φ) = dimH(E), ∀E ⊆ M .
Безпосередньо з означення випливає, що довiльне сiмейство ΦM порiвнянних покриттiв

є довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича. Умови довiрчостi СЛТП
вивчалися багатьма дослiдниками. Першi кроки у цьому напряму були зробленi А. Безико-
вичем [5], який довiв довiрчiсть сiмейства цилiндрiв двiйкового розкладу. Результат А. Бе-
зиковича був узагальнений П. Бiллiнгслi [6] для сiмейства s-адичних цилiндрiв. М. Працьо-
витий поширив попереднi результати до сiмейства Q-S-цилiндрiв [7]. S. Albeverio та Г. Тор-
бiн узагальнили цi результати до сiмейства Q∗-цилiндрiв для таких матриць Q∗, елементи
p0k, p(s−1)k яких вiдокремленi вiд нуля [8]. У роботах [9, 10] було знайдено деякi загальнi
достатнi умови, якi гарантують не лише довiрчiсть, але i порiвняннiсть сiмейств покриттiв.
Усi цi результати були отриманi з використанням такого пiдходу:

Твердження 1. Якщо для даного СЛТП Φ iснують додатнi константи β ∈ R та N∗ ∈
∈ N такi, що для довiльної кулi B iснує не бiльше N∗ множин Bj ∈ Φ, якi покривають B,
та d(Bj) 6 β · d(B), то сiмейство Φ є довiрчим.

Нижченаведений результат узагальнює та поглиблює твердження 1.
Теорема 1. Нехай (M,ρ) — метричний простiр та Φ := ΦM — СЛТП на M . Припус-

тимо, що iснують додатнi константи C = C(α), β i функцiя f(x) : R+ → N така, що:
1) для будь-якої кулi I ⊂ M iснує не бiльш як f(d(I)) пiдмножин

△I
1, △I

2, . . . , △I
l(I) ∈ Φ,

l(I) 6 f(d(I)), d(△I
j ) 6 βd(I) i I ⊂

l(I)⋃

j=1

△I
j ;
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2) для довiльного δ > 0 iснує ε1(δ) > 0 таке, що

f(d(I)) · (d(I))δ 6 C, для довiльної кулi I, дiаметр якої не перевищує ε1(δ).

Тодi сiмейство Φ довiрче для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на M .
Доведення. Зрозумiло, що dimH(E) 6 dimH(E,Φ), ∀E ⊂ M . Доведемо тепер, що

dimH(E) > dimH(E,Φ). Виберемо α та δ так, що 0 < δ < α 6 1. Нехай {Ij}j∈N — довiльне
ε-покриття множини E та ε 6 ε1(δ). Зафiксуємо деяке Ij . З припущення теореми випливає

iснування не бiльше нiж f(d(Ij)) пiдмножин ∆
Ij
1 , ∆Ij

2 , . . . ,∆Ij
l(Ij)

з Φ таких, що d(∆
Ij
i ) 6

6 βd(Ij) для i ∈ {1, . . . , l(Ij)} та Ij
⋂
E ⊂

l(Ij)⋃
i=1

∆
Ij
i .

Отже,

l(Ij)∑

i=1

(d(∆
Ij
i ))α 6 f(d(Ij))(βd(Ij))

α = f(d(Ij))(d(Ij))
δβα(d(Ij))

α−δ.

Таким чином,

∑

j

l(Ij)∑

i=1

(d(∆
Ij
i ))α 6 Cβα

∑

j

(d(Ij))
α−δ

для довiльного α ∈ (0, 1], δ ∈ (0, α) i для довiльного ε-покриття {Ij}j∈N множини E, ε 6

6 ε1(δ). Тому

Hα
βε(E,Φ) 6

∑

j

l(Ij)∑

i=1

(d(∆
Ij
i ))α 6 Cβα

∑

j

(d(Ij))
α−δ

для довiльного δ ∈ (0, α) i довiльного ε-покриття {Ij}j∈N множини E, ε 6 ε1(δ). Отже,

Hα
βε(E,Φ) 6 CβαHα−δ

ε (E), ∀α > 0, ∀ δ ∈ (0, α), ∀ ε 6 ε1(δ).

Таким чином,

Hα(E,Φ) 6 CβαHα−δ(E), ∀α > 0, ∀ δ ∈ (0, α). (1)

Припустимо, що dimH E < dimH(E,Φ). Виберемо α i δ так, щоб α∈(dimH E,dimH(E,Φ))
i α− δ ∈ (dimH E,dimH(E,Φ)). Тодi Hα(E,Φ) = +∞ та Hα−δ = 0, що суперечить нерiвнос-
тi (1). Тому dimH(E,Φ) > dimH E, що i доводить теорему.

Зауважимо, що твердження 1 неможливо використати для дослiдження довiрчостi сi-
мейства цилiндричних вiдрiзкiв навiть для факторiальної системи числення, тобто для
сiмейства Q̃-цилiндрiв (див. [11]), яке породжене матрицею Q̃ з qik = 1/(k + 1), ∀ i ∈
∈ {0, 1, . . . , k}. При такому виборi матрицi Q̃ кожне дiйсне число x ∈ [0, 1] можна зобразити
у виглядi

x =
∞∑

k=1

αk(x)

(k + 1)!
, де αk(x) ∈ {0, 1, . . . , k}. (2)
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Покажемо, яким чином теорема 1 дозволяє дослiдити проблему довiрчостi для випадку
факторiальної системи числення.

Теорема 2. СЛТП Φ, яке складається з цилiндричних вiдрiзкiв факторiальної системи
числення, тобто

Φ = {E : E = ∆α1α2...αk
, αi ∈ {0, . . . , i}, i = 1, 2, . . . , k, k ∈ N}, де

∆α1α2...αk
:=

{
x : x ∈

[
k∑

i=1

αi

(i+ 1)!
;

1

(k + 1)!
+

k∑

i=1

αi

(i+ 1)!

]}
,

є довiрчою для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку.
Доведення. Нехай δ — довiльне додатне число. Тодi iснує мiнiмальне k0 = k0(δ) ∈ N

таке, що ∀ k > k0 виконується нерiвнiсть (2k + 2)((k + 1)!)−δ
6 1. Для k0 виберемо довiльне

ε1(δ) ∈ (1/(k0 + 1)!, 1/k0!).
Нехай I — довiльний сегмент 〈a, b〉 та d(I) < ε1(δ). Для кожного сегмента I iснує мiнi-

мальне значення m := k(d(I)) таке, що 1/m! < d(I). При цьому iснує не бiльше, нiж 2m+2
цилiндричних вiдрiзкiв рангу m, об’єднання яких мiстить I. Покладемо f(d(I)) = 2m + 2,
c = 1, β = 1. Тодi, очевидно, всi умови теореми 1 виконуються i, отже, СЛТП Φ є довiрчим.

Означення 6. СЛТП Φ називається недовiрчим сiмейством покриттiв для обчислен-
ня розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на (M,ρ), якщо ∃E ⊆M : dimH(E,Φ) 6= dimH(E).

Якщо Φ недовiрча для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича, то вона пород-
жує мiру Хаусдорфа Hα(·,Φ), яка не є порiвнянною з класичною мiрою Хаусдорфа.

Парадоксальним, на перший погляд, може видатись той факт, що першi приклади не-
довiрчих СЛТП спочатку були вiдкритi для двовимiрного випадку при вивченнi фракталь-
них властивостей самоафiнних множин протягом останнього десятилiття XX ст. (див., на-
приклад, [12]). Природно постає питання про iснування довiрчих СЛТП, якi не є порiв-
нянними. З цiєю метою дослiдимо сiмейство цилiндрiв, породжених Q̃-зображенням, для
випадку, коли iснує послiдовнiсть натуральних чисел {nk}k∈N, nk > 1 така, що qik = 1/nk,
∀ i ∈ {0, 1, . . . , nk − 1}. У цьому випадку Q̃-зображення дiйсних чисел збiгається з класи-
чним розкладом Кантора [13].

Нижчеподана теорема показує суттєву рiзницю мiж поняттями довiрчостi та порiвнян-
ностi сiмейства покриттiв.

Теорема 3. Нехай nk = 4k та Φ — сiмейство цилiндричних вiдрiзкiв розкладу Кантора.
Тодi СЛТП Φ є довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному
вiдрiзку, але породжена ним мiра Хаусдорфа Hα(·,Φ) є непорiвнянною з класичною мiрою
Хаусдорфа.

Доведення. Pозглянемо множину

A =

{
x ∈ [0, 1] : x =

∞∑

k=1

αk(x)∏k
i=1 ni

, αk(x) ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1}, ∀ k ∈ N

}

i доведемо, що dimH A = 1/2, H1/2(A,Φ) > 1 та H1/2(A) = 0.
Нехай λ — мiра Лебега на одиничному iнтервалi та µξ — ймовiрнiсна мiра випадкової

величини

ξ =
∞∑

k=1

ξk∏k
i=1 ni

,
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де ξk — незалежнi випадковi величини, якi набувають значень 0, 1, . . . , 2k−1 з ймовiрностями
1/2k. Нехай ∆n(x) — цилiндр n-го рангу розкладу Кантора, який мiстить точку x ∈ [0, 1].
Зрозумiло, що для будь-якої точки x ∈ A виконується

µξ(∆n(x)) = 2−n(n+1)/2 та λ(∆n(x)) = 4−n(n+1)/2.

Отже,

lnµξ(∆n(x))

lnλ(∆n(x))
=

1

2
, ∀x ∈ A. (3)

Оскiльки A— спектр мiри µξ, то, використовуючи теорему 2.5 з [6], отримуємо dimH(A,Φ) =
= 1/2. Нехай δ — довiльне додатне число. Тодi iснує мiнiмальне k0 ∈ N таке, що

∀ k > k0 виконується нерiвнiсть 2 · 4k−
k(k+1)

2
δ

6 1. Для k0 виберемо довiльне ε1(δ) ∈
∈ (1/4

k0(k0+1)
2 , 1/4

k0(k0−1)
2 ). Нехай I — довiльний сегмент < a, b > та d(I) < ε1(δ). Для ко-

жного сегмента I iснує мiнiмальне значення m := k(d(I)) таке, що 1/4
m(m+1)

2 < d(I). Iснує не
бiльше, нiж 2·4m цилiндрiв рангу m, об’єднання яких мiстить I. Покладемо f(d(I)) = 2·4m,
c = 1, β = 1. Тодi, очевидно, всi умови теореми 1 виконуються i, отже, СЛТП Φ є довiрчим.

Нехай {Ej} — довiльне ε-покриття множини A цилiндрами з Φ. Не зменшуючи загаль-
ностi Ej

⋂
A 6= ∅, тобто Ej = ∆nj

(x) для деякого x ∈ A. Нерiвнiсть

1 = µ(A) = µ

(⋃

j

Ej

)
6
∑

j

µ(Ej) =
∑

j

d(Ej)
1/2

виконується для кожного ε-покриття множини A цилiндрами з Φ. Отже, H1/2(A,Φ) > 1.
З iншого боку, множину A можна покрити 21 · 22 · · · · · 2k−1 · 1 вiдрiзками (кожен з них

є об’єднанням 2k цилiндричних вiдрiзкiв k-го рангу) довжини 2−k2 . Вiдповiдний α-об’єм
цього покриття (при α = 1/2) дорiвнює 2(k−1)k/2 · (2−k2)1/2 → 0 (k →∞). Тому H1/2(A) = 0,
що i доводить теорему.

Зауваження 1. Останнє твердження є доказом суттєвої рiзницi мiж порiвнянними та
довiрчими сiмействами покриттiв та показує, що клас довiрчих сiмейств покриттiв значно
ширший за клас порiвнянних. Спiввiдношення мiж цими двома класами в певному сен-
сi подiбне до спiввiдношення мiж бiлiпшецевими перетвореннями та перетвореннями, якi
зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича (див. [14]).
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Н.В. Лебедь, Г. М. Торбин

О сравнимых и несравнимых мерах Хаусдорфа

Развитие общих методов вычисления размерности Хаусдорфа–Безиковича — одна из з цент-
ральных проблем теории фракталов. Исследована тривиальность (нетривиальность) се-
тевых мер Хаусдорфа. Найдены достаточные условия, при выполнении которых семей-
ства локально тонких покрытий порождают сравнимые сетевые меры Хаусдорфа Hα(·,Φ).
Также найдены общие достаточные условия доверительности для вычисления размерно-
сти Хаусдорфа–Безиковича локально тонких систем покрытий. Доказана доверительность
семейства цилиндрических отрезков факториальной системи исчисления. Показано, что
класс доверительных покрытий существенно шире класса покрытий, порождающих срав-
нимые сетевые меры Хаусдорфа.

M.V. Lebid, G.M. Torbin

On comparable and non-comparable Hausdorff measures

General methods of calculation of the Hausdorff–Besicovitch dimension are developed, and the
triviality (non-triviality) of net Hausdorff measures is studied. Sufficient conditions for a fine cove-
ring family to generate comparable net Hausdorff measures Hα(·,Φ) are given. General sufficient
conditions for a fine covering family to be faithful are also found. The faithfulness for the family of
coverings generated by the factorial expansion for real numbers is proved. It is shown that the family
of faithful coverings is essentially wider than the family of coverings generating the comparable net
Hausdorff measures.
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