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Умови Лiпшиця для випадкових процесiв з банахових

просторiв Fψ(Ω) випадкових величин

(Представлено академiком НАН України М.О. Перестюком)

Дослiджено лiпшицеву неперервнiсть випадкових процесiв з банахових просторiв Fψ(Ω),
знайдено оцiнки розподiлу норм таких процесiв.

Нехай (T, ρ) — деякий метричний простiр. Будемо розглядати умови, за яких траєкторiї
випадкових процесiв X = (X(t), t ∈ T) задовольняють умову Лiпшиця. Зокрема, знайдемо
функцiю f — модуль неперервностi, тобто таку, що

lim sup
ε↓0

sup
0<ρ(t,s)6ε

|X(t) −X(s)|

f(ε)
6 1,

та оцiнимо ймовiрностi

P

{
sup

0<ρ(t,s)6v

|X(t) −X(s)|
f(ρ(t, s))

> x

}

для випадкових процесiв з просторiв Fψ(Ω) випадкових величин, тобто банахових просторiв
з нормою

‖ξ‖ψ = sup
u>1

(E|ξ|u)1/u
ψ(u)

,

де ψ(u) > 0 — деяка монотонно зростаюча функцiя. Такi простори були введенi в роботi [1],
а властивостi випадкових величин та процесiв з просторiв Fψ(Ω) дослiдженi в роботi [2].

Для гауссових процесiв модулi неперервностi f були знайденi в роботi [3]. Цi результати
були узагальненi для деяких класiв процесiв з просторiв Орлiча в [4, 5], а також у [6, 7].
Дослiджена лiпшицева неперервнiсть для узагальнених субгауссових процесiв та знайденi
оцiнки розподiлу норм таких процесiв у роботi [8].

1. Умова А простору Fψ(Ω).
Означення 1 [2]. Нехай ψ(u) > 0, u > 1, — деяка монотонно зростаюча функцiя така, що

ψ(u) → ∞ при u→ ∞. Випадкова величина ξ належить простору Fψ(Ω), якщо виконується
умова

sup
u>1

(E|ξ|u)1/u
ψ(u)

6 ∞.

У роботi [1] (див. також [2]) було доведено, що Fψ(Ω) є простором з нормою

‖ξ‖ψ = sup
u>1

(E|ξ|u)1/u
ψ(u)

.

© Д.В. Затула, Ю. В. Козаченко, 2014

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2014, №9 19



Теорема 1 [2]. Якщо випадкова величина ξ належить простору Fψ(Ω), то ∀x > 0
виконується така нерiвнiсть:

P{|ξ| > x} 6 inf
u>1

‖ξ‖uψ(ψ(u))u

xu
.

Теорема 2 [9]. Якщо випадкова величина ξ належить Fψ(Ω) i ψ(u) = eαu
β
, де α > 0,

β > 0, то для будь-якого x > ‖ξ‖ψ виконується нерiвнiсть

P{|ξ| > x} 6 exp

{
− β

α1/β

(
ln(x/‖ξ‖ψ)
β + 1

)(β+1)/β}
.

Надалi будемо розглядати простори Fψ(Ω), якi задовольняють нижченаведену умову.
Нехай ξ1, . . . , ξn — випадковi величини з простору Fψ(Ω). Позначимо η = max

16k6n
|ξk|, a =

= max
16k6n

‖ξk‖ψ .

Умова А. Iснують функцiя z(x) > 0, монотонно зростаюча функцiя U(n) та дiйсне
число x0 > 0, що ∀x > x0 виконується така нерiвнiсть:

P{η > xaU(n)} 6
1

n
exp{−z(x)}.

Наведемо приклади просторiв Fψ(Ω), якi задовольняють умову А.

Теорема 3. Нехай ψ(u) = eαu
β
, α > 0, β > 0. Тодi нижченаведена нерiвнiсть вико-

нується для ∀x > exp

{(
ln 3

c β
√
2(ln 3− 1)

)2β/(β+1)}
, c =

β

α1/β
(β + 1)−(β+1)/β :

P

{
η > xa exp

{
(ln(n+ 2))2β/(β+1)

}}
6

1

n
exp

{
− β

α1/β

(
2

β + 1

)(β+1)/β

(ln x)(β+1)/(2β)

}
.

Теорема 4. Нехай ψ(u) = exp{c(ln u)α}, α > 1, c > 0. Тодi нижченаведена нерiвнiсть

виконується для ∀x > exp

{
c

(
ln

2 ln 3

ln 3− 1

)α
+ 1

}
:

P{η > xa(exp{(ln ln(n+ 2))α})c} 6
1

n
exp

{
− exp

{(
1

c
ln
x

e

)1/α}}
.

2. Модулi неперервностi та умови Лiпшиця для випадкових процесiв з про-
сторiв Fψ(Ω) випадкових величин.

Теорема 5. Нехай (T, ρ) — деякий метричний компактний простiр. Розглянемо се-
парабельний випадковий процес X = (X(t), t ∈ T) з банахового простору Fψ(Ω), що задо-
вольняє умову А з функцiями U(n), z(x) та x0 > 0. Припустимо, що iснує монотонно
зростаюча неперервна функцiя σ = {σ(h), h > 0} така, що σ(0) = 0 та виконується не-
рiвнiсть

sup
ρ(t,s)6h

‖X(t) −X(s)‖ψ 6 σ(h).

Нехай N(ε) = Nρ(T, ε) — метрична масивнiсть простору (T, ρ). Також нехай

ε0 = σ(−1)( sup
t,s∈T

ρ(t, s));
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gB(ε) =

σ(ε)∫

0

U(B2N2(σ(−1)(t))) dt <∞, ε > 0,

де B > 1 — деяке число. Тодi для x > x0, ε ∈ (0, ε0) виконується така нерiвнiсть:

P

{
sup

0<ρ(t,s)6ε

|X(t)−X(s)|
(6 + 4

√
2)fB(ρ(t, s)) + (5 + 2

√
6)gB(ρ(t, s))

> x

}
6

6
2B2 +B

(B2 − 1)N(ε)
exp{−z(x)},

де fB(ε) =
σ(ε)∫
0

U(BN(σ(−1)(t))) dt, ε > 0.

Теорема 6. Нехай виконуються усi припущення теореми 5. Тодi з iмовiрнiстю 1 має
мiсце

lim sup
ε↓0

∆(X; ε)

(6 + 4
√
2)fB(ε) + (5 + 2

√
6)gB(ε)

6 1,

де

∆(X; ε) = sup
t,s∈T

0<ρ(t,s)6ε

|X(t)−X(s)|,

fB(ε) =

σ(ε)∫

0

U(BN(σ(−1)(t))) dt, gB(ε) =

σ(ε)∫

0

U(B2N2(σ(−1)(t))) dt <∞, ε > 0.

З теореми 6 випливає такий наслiдок:
Наслiдок 1. Для досить малих v

sup
ρ(t,s)6v

|X(t)−X(s)| 6 (6 + 4
√
2)fB(v) + (5 + 2

√
6)gB(v)

з iмовiрнiстю 1.
3. Приклади.
Приклад 1. Нехай ψ(u) = eαu

β
, α > 0, β > 0, та функцiя σ(h) = dhc, h, c, d > 0.

Згiдно з теоремою 3 та теоремою 5, для ε ∈ (0, ε0), ε0 = σ(−1)( sup
t,s∈T

ρ(t, s)), B > 1,

∀N(ε) > 2 та ∀x > exp

{(
ln 3

b β
√
2(ln 3− 1)

)(2β)/(β+1)}
, b =

β

α1/β
(β + 1)−(β+1)/β виконується

така нерiвнiсть:

P

{
sup

0<ρ(t,s)6ε

|X(t)−X(s)|
γB(ρ(t, s))

> x

}
6

6
2B2 +B

(B2 − 1)N(ε)
exp

{
− β

α1/β

(
2

β + 1

)(β+1)/β

(lnx)(β+1)(2β)

}
,
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де

γB(ε) = (6 + 4
√
2)

dεc∫

0

exp

{(
ln

(
BN

(
c

√
t

d

)
+ 2

))2β/(β+1)}
dt+

+ (5 + 2
√
6)

dεc∫

0

exp

{(
ln

(
B2N2

(
c

√
t

d

)
+ 2

))2β/(β+1)}
dt.

Бiльше того, вiдповiдно до теореми 6 з iмовiрнiстю 1 має мiсце

lim sup
ε↓0

sup
0<ρ(t,s)6ε

|X(t) −X(s)|

γB(ε)
6 1.

Тепер розглянемо простiр T = [0, T ]. Оскiльки метрична масивнiсть N(u) — це найменша
кiлькiсть елементiв в u-покриттi простору T (у даному випадку вiдрiзку [0, T ]), то T/(2u) 6
6 N(u) 6 T/(2u) + 1. Або ж для функцiї σ(−1)(u)

N

(
c

√
u

d

)
= N(σ(−1)(u)) 6

T

2σ(−1)(u)
+ 1 =

T

2 c

√
u

d

+ 1 =
T

2
c

√
d

u
+ 1.

Тому, згiдно з теоремою 5, для ε ∈ (0,min{ε0, T/2}), β ∈ (0, 1), c > 1, B > 1 та ∀x >

> exp

{(
ln 3

b β
√
2(ln 3− 1)

)2β/(β+1)}
, b =

β

α1/β
(β + 1)−(β+1)/β виконується така нерiвнiсть:

P

{
sup

0<ρ(t,s)6ε

|X(t) −X(s)|
γ1,B(ρ(t, s))

> x

}
6

6
2ε(2B2 +B)

T (B2 − 1)
exp

{
− β

α1/β

(
2

β + 1

)(β+1)/β

(ln x)(β+1)/(2β)

}
,

де

γ1,B(ε) = (6 + 4
√
2)

dεc∫

0

exp

{(
ln

(
B

(
T

2
c

√
d

t
+ 1

)
+ 2

))2β/(β+1)}
dt+

+ (5 + 2
√
6)

dεc∫

0

exp

{(
ln

(
B2

(
T

2
c

√
d

t
+ 1

)2

+ 2

))2β/(β+1)}
dt.

Бiльше того, вiдповiдно до теореми 6, з iмовiрнiстю 1 має мiсце

lim sup
ε↓0

sup
0<ρ(t,s)6ε

|X(t) −X(s)|

γ1,B(ε)
6 1.

Приклад 2. Нехай ψ(u) = eαu
β
, α > 0, β > 0, та функцiя σ(h) =

1

ln(1/h + 1)
, h > 0.
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Згiдно з теоремою 3 та теоремою 5, для ε ∈ (0, ε0), ε0 = σ(−1)( sup
t,s∈T

ρ(t, s)), B > 1,

∀N(ε) > 2 та ∀x > exp

{(
ln 3

c β
√
2(ln 3− 1)

)2β/(β+1)}
, c =

β

α1/β
(β + 1)−(β+1)/β виконується

така нерiвнiсть:

P

{
sup

0<ρ(t,s)6ε
6

|X(t) −X(s)|
γB(ρ(t, s))

> x

}
6

6
2B2 +B

(B2 − 1)N(ε)
exp

{
− β

α1/β

(
2

β + 1

)(β+1)/β

(lnx)(β+1)/(2β)

}
,

де

γB(ε) = (6 + 4
√
2)

(ln( 1
ε
+1))

−1

∫

0

exp

{(
ln

(
BN

(
1

e1/t − 1

)
+ 2

))2β/(β+1)}
dt+

+ (5 + 2
√
6)

(ln( 1
ε
+1))

−1

∫

0

exp

{(
ln

(
B2N2

(
1

e1/t − 1

)
+ 2

))2β/(β+1)}
dt.

Бiльше того, вiдповiдно до теореми 6, з iмовiрнiстю 1 має мiсце

lim sup
ε↓0

sup
0<ρ(t,s)6ε

|X(t) −X(s)|

γB(ε)
6 1.

Тепер розглянемо простiр T = [0, T ]. Має мiсце нерiвнiсть для метричної масивностi

N

(
1

e1/u − 1

)
= N(σ(−1)(u)) 6

T

2σ(−1)(u)
+ 1 =

T (e1/u − 1)

2
+ 1.

Тому, згiдно з теоремою 5, для ε ∈ (0,min{ε0, T/2}), ∀x>exp

{(
ln 3

c β
√
2(ln 3−1)

)2β/(β+1)}
,

c =
β

α1/β
(β + 1)−(β+1)/β , β ∈ (0, 1) та B > 1 виконується така нерiвнiсть:

P

{
sup

0<ρ(t,s)6ε

|X(t) −X(s)|
γ1,B(ρ(t, s))

> x

}
6

6
2ε(2B2 +B)

T (B2 − 1)
exp

{
− β

α1/β

(
2

β + 1

)(β+1)/β

(ln x)(β+1)/(2β)

}
,

де

γ1,B(ε) = (6 + 4
√
2)

(ln( 1
ε
+1))

−1

∫

0

exp

{(
ln

(
BT (e1/t − 1)

2
+B + 2

))2β/(β+1)}
dt+
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+ (5 + 2
√
6)

(ln( 1
ε
+1))

−1

∫

0

exp

{(
ln

(
B2

(
T (e1/t − 1)

2
+ 1

)2

+ 2

))2β/(β+1)}
dt.

Бiльше того, вiдповiдно до теореми 6, з iмовiрнiстю 1 має мiсце

lim sup
ε↓0

sup
0<ρ(t,s)6ε

|X(t) −X(s)|

γ1,B(ε)
6 1.

Таким чином, отримано оцiнку розподiлу величини sup
0<ρ(t,s)6ε

|X(t)−X(s)|
f(ρ(t, s))

, де f(ε) =

= γ1,B(ε) — модуль неперервностi, а також умову Лiпшиця для випадкових процесiв з про-

стору Fψ(Ω), ψ(u) = eαu
β
.
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Условия Липшица для случайных процессов из банаховых
пространств Fψ(Ω) случайных величин

Исследована липшицева непрерывность случайных процессов из банаховых пространств
Fψ(Ω), найдены оценки распределения норм таких процессов.

D.V. Zatula, Yu. V. Kozachenko

Lipschitz conditions for random processes from Banach spaces Fψ(Ω) of
random variables

We study the Lipschitz continuity of random processes from Banach spaces Fψ(Ω) and obtain the
estimates for a distribution of the norms of such processes.
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