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Побудовано функцiю Грiна хвильового рiвняння для нескiнченної прямої жорсткої труби
прямокутного поперечного перерiзу з рiвномiрною осередненою течiєю. У цiй функцiї
в явному виглядi вiдображенi ефекти зазначеної течiї. Вони стають вагомiшими зi
збiльшенням числа Маха, спричиняючи, зокрема, появу i подальше збiльшення асиметрiї
функцiї вiдносно поперечного перерiзу, в якому знаходиться одиничне точкове iмпульсне
акустичне джерело. I навпаки, зi зменшенням числа Маха вагомiсть впливу течiї на
функцiю Грiна зменшується, зумовлюючи, окрiм iншого, зменшення її асиметрiї.

Дослiдження генерацiї та поширення звуку в трубах рiзних геометрiй та розмiрiв становить
значний iнтерес для лiтако- та автомобiлебудування, архiтектури, медицини, нафтогазової
промисловостi, комунального господарства тощо [1–3]. Незалежно вiд типу механiчної кон-
струкцiї i акустичних джерел в нiй, такi дослiдження в принципi можуть бути проведенi на
основi методу функцiй Грiна. Проте його застосування є доцiльним лише у разi iснування
принципової можливостi побудови вiдповiдної функцiї Грiна.

Така можливiсть, окрiм мистецтва та професiйної квалiфiкацiї дослiдника, залежить
вiд багатьох факторiв — форми поперечного перерiзу та геометрiї вибраної труби, умов її
закрiплення, акустичних умов на її кiнцях та фiзичних властивостей її стiнок, типу навко-
лишнього середовища, наявностi або вiдсутностi течiї в трубi тощо. Як засвiдчує аналiз вiд-
повiдних лiтературних джерел, з-помiж ситуацiй, якi визначаються рiзними комбiнацiями
зазначених факторiв, найбiльш дослiдженими є випадки нескiнченної прямої жорсткостiн-
ної труби кругового та прямокутного поперечного перерiзiв (див., наприклад, [1, 5–8]). Для
таких труб побудовано вiдповiднi функцiї Грiна хвильового рiвняння i рiвняння Гельмголь-
ца, а також, з їх допомогою, одержано вирази для рiзних характеристик акустичних полiв,
згенерованих вiдповiдними джерелами звуку. Проте зазвичай цi результати обмежуються
випадком вiдсутностi течiї в трубi. Якщо ж наявнiсть течiї i береться до уваги, то її ефекти
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Рис. 1. Геометрiя задачi

у вiдповiдних функцiях Грiна та/або кiнцевих результатах проявляються лише у неявному
виглядi [1, 3, 6].

У данiй роботi робиться спроба певною мiрою виправити цей недолiк. Тут будується
функцiя Грiна хвильового рiвняння для нескiнченної прямої жорсткої труби прямокутного
поперечного перерiзу з рiвномiрною осередненою течiєю. Ця функцiя має явну залежнiсть
вiд параметрiв течiї, а у разi вiдсутностi останньої — збiгається з вiдповiдною функцiєю
Грiна для зазначеної труби, яка наведена в науковiй лiтературi [1, 3–6, 8].

Постановка задачi. На рис. 1 зображено нескiнченну пряму жорстку трубу прямо-
кутного поперечного перерiзу розмiрiв lx та ly, в якiй з осередненою осьовою швидкiстю U
рiвномiрно тече рiдина (∂U/∂t = 0). У цiй трубi заданi довiльним чином розташованi акус-
тичнi джерела рiзної природи, якi генерують в нiй акустичне поле. Це поле описується
тривимiрним конвективним хвильовим рiвнянням [6, 8]:

1

c20

d2pa
dt2
−∇2pa = γ,

0 6 x 6 lx, 0 6 y 6 ly, |z| <∞,
(1)

в якому pa — акустичний тиск; c0 — швидкiсть звуку в незбуренiй рiдинi; γ задає розподiл
зазначених джерел, а друга повна похiдна за часом i оператор Лапласа у прямокутнiй
декартовiй системi координат (x, y, z) записуються таким чином:
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Необхiдно побудувати функцiю Грiна рiвняння (1) для дослiджуваної труби.
Функцiя Грiна. Шукана функцiя Грiна G описує акустичний тиск у точцi поля (x, y, z)

в момент часу t, який генерується в момент t0 одиничним точковим iмпульсним джерелом,
розташованим в трубi у точцi (x0, y0, z0) (див. рис. 1). Вона задовольняє рiвняння

1

c20

d2G
dt2
−∇2G = δ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0)δ(t − t0),

0 6 x, x0 6 lx; 0 6 y, y0 6 ly; |z| <∞; |z0| <∞; |t| <∞; |t0| <∞,
(2)

в якому δ(. . .) — дельта-функцiя Дiрака, а оператори d2/dt2 i ∇2 даються пiсля (1).
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Граничнi умови для функцiї G вiдображають рiвнiсть нулю нормальних компонент акус-
тичної швидкостi на нерухомiй жорсткiй стiнцi дослiджуваної труби:

∂G
∂x

∣∣∣∣
x=0,lx

= 0,
∂G
∂y

∣∣∣∣
y=0,ly

= 0 (3)

i вiдсутнiсть вiдбиття звуку на її кiнцях (на нескiнченностi). Крiм того, в трубi не повинно
бути акустичного поля до початку його генерацiї зазначеним джерелом [4–8]:

G|t<t0 = 0. (4)

Побудову розв’язку задачi (2)–(4) почнемо iз зображення шуканої функцiї Грiна у ви-
глядi ряду:

G(x, y, z, t;x0, y0, z0, t0) =

∞∑

n=0

∞∑

m=0

Gnm(z, t;x0, y0, z0, t0)Ψnm(x, y), (5)

який задовольняє умову (3) i в якому Ψnm(x, y) = cos(kxnx) cos(kymy) є акустичними модами
труби, kxn = nπ/lx та kym = mπ/ly — модальними хвильовими числами у напрямках x
та y вiдповiдно, а Gnm — невiдомими коефiцiєнтами. Тодi пiдстановка ряду (5) у рiвняння
(2), множення одержаного при цьому спiввiдношення скалярно на моди Ψnm i врахування
ортогональностi останнiх

lx∫

0

ly∫

0

Ψnm(x, y)Ψsq(x, y)dxdy =

{
‖Ψnm‖2, (s, q) = (n,m);
0, (s, q) 6= (n,m);

‖Ψnm‖2 =





lxly, n = 0, m = 0;

lxly
2
, n = 0, m > 1;

lxly
2
, n > 1, m = 0;

lxly
4
, n > 1, m > 1

(6)

приводять до одновимiрного конвективного рiвняння Кляйна–Гордона для коефiцiєнтiв
Gnm [4, 5]:

1

c20

∂2Gnm

∂t2
+ 2

M

c0

∂2Gnm

∂t∂z
− (1−M2)

∂2Gnm

∂z2
+ k2nmGnm=

Ψnm(x0, y0)

‖Ψnm‖2
δ(z− z0)δ(t− t0). (7)

У цьому рiвняннi M = U/c0 — число Маха течiї в трубi, а квадрати норм мод ‖Ψnm‖2 i межi
змiни змiнних даються вiдповiдно в (6) i (2).

Розв’язок рiвняння (7) було одержано в роботi [9]. Вiн являє собою суперпозицiю прямої
та зворотної хвиль, якi поширюються, вiдповiдно, вправо та влiво вiд вищезазначеного
джерела, розташованого у поперечному перерiзi труби z = z0 (див. рис. 1):

Gnm =
c0
2

Ψnm(x0, y0)

‖Ψnm‖2
[
H
(
λ

l
(z0 − z)

)
H
(
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λl
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λ

l
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)
+
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+ H
(
λ

l
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)
H
(
c0
λl
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λ

l
(z − z0)

)]
×
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(
knml

√
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)
, (8)

тут H(. . .) — функцiя Хевiсайда; J0 — цилiндрична функцiя Бесселя першого роду нульового
порядку; l — масштаб довжини, який може бути вибраний довiльним чином [10], а також
було взято до уваги вiдсутнiсть вiдбиття звуку на кiнцях труби.

Наявнiсть спiввiдношень (8) для коефiцiєнтiв Gnm у рядi (5) дозволяє записати оста-
точний вираз для шуканої функцiї Грiна G:

G(x, y, z, t;x0, y0, z0, t0) =

∞∑
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∞∑
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=
c0
2

[
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(
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)
H
(
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(
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×
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(
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)] ∞∑

n=0
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(
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)
. (9)

Його аналiз показує, що побудована функцiя Грiна зображується рядом за акустичними
модами дослiджуваної труби Ψnm. Кожен член цього ряду є сумою прямої та зворотної
хвиль, якi поширюються, вiдповiдно, вниз та вгору за течiєю вiд акустичного джерела,
розташованого у перерiзi труби z = z0 (див. рис. 1). Крiм того, функцiя G задовольняє
умову (4).

Подальший аналiз виразу (9) засвiдчує, що в одержанiй функцiї Грiна у явному виглядi
вiдображенi ефекти дослiджуваної течiї (через числа М i λ = λ(M)). Цi ефекти стають ва-
гомiшими зi збiльшенням числа M, зумовлюючи, крiм iншого, появу i подальше збiльшення
асиметрiї функцiї G вiдносно площини z = z0. I навпаки, зi зменшенням числа Маха ваго-
мiсть впливу течiї на функцiю G зменшується, спричиняючи, зокрема, зменшення вказаної
її асиметрiї. У випадку ж вiдсутностi течiї (M = 0, λ = 1) функцiя (9) стає симетричною вiд-
носно площини z = z0 i збiгається з функцiєю Грiна хвильового рiвняння для дослiджуваної
труби, яка наведена в науковiй лiтературi [4–8]:

G|M=0 =
c0
2

[
H
(
1

l
(z0 − z)

)
H
(
c0
l
(t− t0) +

1

l
(z − z0)

)
+ H

(
1

l
(z − z0)

)
H
(
c0
l
(t− t0)−

− 1

l
(z − z0)

)] ∞∑

n=0

∞∑

m=0

Ψnm(x0, y0)

‖Ψnm‖2
Ψnm(x, y)J0

(
knm

√
c20(t− t0)2 − (z − z0)2

)
.

Таким чином, у данiй роботi побудовано функцiю Грiна G конвективного хвильового
рiвняння для нескiнченної прямої жорсткостiнної труби прямокутного поперечного перерiзу
(вираз (9)).

У побудованiй функцiї Грiна в явному виглядi вiдображенi ефекти рiвномiрної осеред-
неної течiї у зазначенiй трубi. Цi ефекти стають вагомiшими зi збiльшенням числа Маха,
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зумовлюючи, зокрема, появу i подальше збiльшення асиметрiї функцiї G вiдносно перерiзу
z = z0, в якому розташоване одиничне точкове iмпульсне акустичне джерело. I навпаки, зi
зменшенням числа Маха вагомiсть впливу течiї на функцiю G зменшується, спричиняючи,
крiм iншого, зменшення зазначеної її асиметрiї.
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А.А. Борисюк

Функция Грина конвективного волнового уравнения
для бесконечной прямой жесткостенной трубы прямоугольного
поперечного сечения

Построена функция Грина волнового уравнения для бесконечной прямой жесткой трубы
прямоугольного поперечного сечения с равномерным осредненным течением. В этой функции
в явном виде отражены эффекты указанного течения. Они становятся более существен-
ными с увеличением числа Маха, вызывая, в частности, появление и дальнейшее увеличение
асимметрии функции относительно поперечного сечения, в котором находится единичный
точечный импульсный акустический источник. И наоборот, с уменьшением числа Маха
весомость влияния течения на функцию Грина уменьшается, обусловливая, кроме прочего,
уменьшение ее асимметрии.

A.O. Borisyuk

Green’s function of the convective wave equation for an infinite straight
rigid-walled pipe of rectangular cross-section

Green’s function of the wave equation for an infinite straight rigid pipe of rectangular cross-section
with uniform mean flow is found. In this function, the indicated flow effects are reflected in the
direct form. The effects become more significant as the flow Mach number increases, by causing, in
particular, the appearance and the further growth of a function asymmetry about the cross-section,
in which the unit point impulse acoustic source is located. Vice versa, a decrease of the Mach number
results in a decrease of the effects and, in particular, in a decrease of the indicated asymmetry.
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